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Resumen

Las ecuaciones de Navier-Stokes reciben su nombre de Claude-
Louis Navier y George Gabriel Stokes. Las cuales forman un sistema
de ecuaciones en derivadas parciales no lineales que describen el
movimiento de un fluido y de cualquier fenémeno en el que se
incluyan fluidos con un analisis newtoniano. Estas ecuaciones se
obtienen aplicando los principios de conservacion de la mecanica y la
termodindmica a un volumen fluido. Para obtener su forma diferencial
es necesario aplicar ciertas consideraciones fisico matematicas, como
son el analisis y relacion de los esfuerzos tangenciales y el gradiente
de velocidad (ley de viscosidad de Newton), lo que permite llevar las
ecuaciones a una formulacion diferencial que es mas util para la
solucion del problema. En este trabajo se presenta una solucion
analitica para llegar una solucién general de este conjunto de
ecuaciones.

Solution of the equations of Navier—Stokes

Abstract

The Navier-Stokes equations are named after Claude-Louis
Navier and George Gabriel Stokes. Which form a system of equations
in partial nonlinear derivatives that describe the movement of a fluid
and any phenomenon in which fluids are included with a Newtonian
analysis. These equations are obtained by applying the conservation
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principles of mechanics and thermodynamics to a fluid volume. To
obtain its differential form it is necessary to apply certain physical and
mathematical considerations, such as the analysis and relationship of
tangential stresses and the velocity gradient (Newton's viscosity law),
which allows to bring the equations to a differential formulation that is
more useful for the solution of the problem. In this paper an analytical
solution is presented to arrive at a general solution of this set of
equations.

1. INTRODUCCION

En este articulo se soluciona analiticamente las ecuaciones de
Navier-Stokes, la metodologia empleada para llegar a la solucién fue la de
trabajar primero el problema en tres dimensiones y después generalizarlo
para n-dimensiones. El problema que se analizo es el que esta planteado

en los problemas del milenio del Clay Mathematics Institute (CMI).

Estas ecuaciones han sido estudiadas y manejadas por cientificos,
ingenieros y fisicos, pero hasta el momento no se ha encontrado una
solucidn general que las rija. Hallar una solucién general de las de Navier-
Stokes es conseguir un gran logro en las Ciencias Bésicas, ya que estas
permiten describir los fluidos newtonianos incompresibles, los cuales son
de mucha importancia en el estudio de la Fisica y la Matematica. En la
actualidad existen muchos estudios e inquietudes sobre estas ecuaciones,
como, por ejemplo, Constantin (2001), en su trabajo sobre “Algunos
problemas abiertos y direcciones de investigacion en el estudio
matematico de la dindmica de fluidos™ describe las cuestiones dinamicas
relativas tanto a la estabilidad como a los asuntos estadisticos planteados

por la inestabilidad.
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2. EL PROBLEMA

Las ecuaciones de Euler y Navier - Stokes describen el
movimiento de un fluido en R™ (n = 2 o 3). Estas ecuaciones se deben
resolver para un vector de velocidad desconocida u(x,t) =
(wx 1)

X € R™ y el tiempo t = 0. Aqui restringimos la atencion a los fluidos

€ R™ ypresion p(x,t) € R, definida para la posicion

1<isn

incompresibles que llenan todo el R™. Las ecuaciones de Navier -

Stokes son dadas por

1 '+Zn: 0 -2 t (x €R™t > 0)
) Uj axj_v U axi fi(x') X yL=U),

. c oy,
2) dwu=Z—=0 (x eR",t=0)
i=laxi

Con las condiciones iniciales:
B  ulx,0)=u’x) (x€RM.

Aqui, u®(x) es un campo vectorial libre de divergencia C® en
R™, fi(x,t) son los componentes de una fuerza dada, aplicada
externamente (por ejemplo, la gravedad), v es un coeficiente positivo
(la viscosidad), Las ecuaciones de Euler son las ecuaciones (1), (2), (3)

con un conjunto v igual a cero.
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La ecuacion (1) es solo la ley de Newton f =ma para un
elemento fluido sujeto a lo externo fuerza f = (f;(x,t))1<i<n Y @ las

fuerzas que surgen de la presion y la friccion.

La ecuacién (2) simplemente dice que el fluido es
incompresible. Para soluciones fisicamente razonable, queremos
asegurarnos de que u(x,t) no crezca tan grande como |x| — oo. Por
lo tanto, restringiremos la atencion a las fuerzas f y las condiciones

iniciales u® que satisfacen:
(4) 10Fu’(x)] < Cux(1 + |x])7K en R™ para cualquier <y K
(5) loy 0" f (x, t)l

< Comrx 1+ |x])7K en R

X [0,00) para cualquier «,m,K

La solucion de (1), (2), (3) es fisicamente razonable solo si
satisface

(6) pu€ C® (R x[0,0))

(7 lu(x, t)|?dx < C paratodo t
Rn

>0 (Energiaacotada)
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3. SOLUCION DEL PROBLEMA
La metodologia para solucionar el problema es resolverlo

primero para tres dimensiones o0 (x € R3,t > 0) y después generalizar

la solucidn para n dimensiones o (x € R™,t = 0).

3.1. Solucién del problema para tres dimensiones

Dadas las ecuaciones de Navier-Stokes:

n
du; ou; dp n
; — = ; —— i >
1) 5t + jilu] 5%, v Ay o, + fi(x,t) (x eR™Mt =0),

. o oy,
2) dwu=Z—=0 (xeR™t=0)
izlaxi

Se solucionara primero para x € R3,t > 0, es decir:
u(x, t) =y (X, t) = (ul (x, t)! U; (X, t)' Us (X, t))
Parai=1, en la direccion j*

ou, ouq ou, 9%u, . 9%u; , 9%y,

?Jr(”l ox, T2 5, TUs a—x)” (ax; toa T axg)‘

dp
. +f ec.(11)
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Para i=2, en la direccion j?

ou, ( ou, ou, 6u2) _ (62u2 9%u, azuz)
+(u x1+uzax2+u . =v ax§+ax§+ax§

au1 1 auz 2 6’113 .3
o) T T/
au1 1 auz 2 0u3 '3>
tlm <ax1 ax1’ ax1’

ou ,  O0up ,  Oug ,3>
6x2 axz axzj

aul 1 6u2 2 6u3 .3
+ s (a—ng tox, +a—ng>

_ (9P 1 0P 0_p3>
(a Pt gt Yo + (A fo f2)
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Identificando los vectores y operaciones:

a 1 2 3
+1 U 6_Jcl(u1] +uyj® +uszj®)
0 , . ,
+u, a—(uﬂl + Uy + uzj?)
X2
0
+uz s — (uyj* + upj? + uzj?)

0? . . .
=v <a_x12(u1]1 +uyj? + ugj?)

62
6 2(u1] + upj? + usj?)

6 (ulj +uyj? + ugj ))

(a_P ap 2+: )+(f1:f2'f3)

Expresandolo de forma vectorial, es decir si u = (uyj'+

uyj? + usj*), entonces se tiene que:

u ( u + u + au)
ot T\" ox, T2 0, T B,
3 62u+62u+62u Vot F
-V ox?  0xZ  0x2 P

Identificando el producto punto entre los vectores
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Ju Ju Ju

+(u1]'1+u2]'2+u3j3)‘(a—xl'1+ a—xz'2+ o, '3>

92 92 92
=v|-——S+-—+-—|u— Vp+F
v <6x12 dx3 axg)u P

u
at

Expresando la ecuacion en forma vectorial:

ou

at+u-Vu=v|72u— Vp+F

d
vVu—u- Vu—a—‘t‘= Vp—F ec.(la)
En la actualidad existen muchos estudios o referentes tedricos
sobre las ecuaciones de Navier-Stokes, todos encaminados a describir
0 sugerir situaciones para encontrar una solucién general de dichas

ecuaciones, como por ejemplo:

> Segun Bertozzi y Majda (2002) algunos grupos de simetria
elementales para soluciones de las Ecuaciones de Navier-
Stokes. Sea u, p una solucion para las ecuaciones de Navier-
Stokes. Entonces las siguiente transformaciones también
producen soluciones como es el de la Invarianza galileana, la
cual dice para cualquier vector de velocidad constante ¢ € R™,
u(x,t)=ulx—ct,t) +c y p:(x,t) =p (x —ct,t) +c. Lo
que se conoce como un par de soluciones
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» Caffarelli, Kohn, y Nirenberg (1982), en el articulo titulado
“Regularidad parcial de soluciones débiles adecuadas de las
ecuaciones de Navier-Stokes”, estudio el comportamiento de
soluciones débiles de las incompresibles ecuaciones de Navier-

Stoke en tres dimensiones 0 espaciales con viscosidad unitaria.

» 0. Ladyzhenskaya (1969) trabajo sobre ecuaciones
diferenciales parciales (especialmente el problema 19 de
Hilbert) y la dinamica de fluidos. Ella proporciond las primeras
pruebas rigurosas de la convergencia de un método de
diferencias finitas para las ecuaciones de Navier-Stokes. La
autora piensa las cuestiones de su existencia y singularidad
cuando satisface las condiciones de frontera apropiadas. Para
este proposito, ella extiende la clase de funciones permisibles de
la clase infinitamente diferenciable (soluciones clasicas) a una
clase de funciones generalizadas definidas en el sentido
distributivo. Por lo tanto, la existencia de una solucion en la
nueva clase es una condicion necesaria pero no suficiente para

la existencia en el sentido clasico.

» J. Leray (1934). En su obra titulada “Sur Le Mouvemeblt
D'ubl Liouide Visoueux Emplissant L'espace”, afirma que es
muy notable que cada solucion turbulenta satisfaga en realidad
las ecuaciones de Navier, excepto en ciertos momentos,
irregularidad; estos periodos constituyen un conjunto cerrado de
medida cero; a estos solo se verifican tiempos de condiciones de

continuidad extremadamente amplias. Una solucion turbulenta,
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por lo tanto, tiene la siguiente estructura: consiste en una
sucesion de soluciones regulares. Finalmente se menciona dos
hechos que son: Nada permite afirmar la singularidad de la
solucidn turbulenta que corresponde a un estado inicial dado, y
que la solucién que corresponde a un estado inicial

suficientemente proximo al resto. nunca se vuelve irregular.

» F.-H. Lin (1998), dio a conocer una nueva prueba
independiente de los teoremas de regularidad parcial para
soluciones de ecuaciones de Navier-Stokes incompresibles en
tres dimensiones, la cual se caractierizd por ser directa y
sencilla, estos resultados se debieron originalmente a Scheffer y

Caffarelli, Kohn y Nirenberg.

» V. Scheffer (1976), considero la relacién entre los
problemas de perturbacién singular y la teoria de semigrupos
para el operador lineal, con énfasis en el caso cuando el
operador no perturbado es "hiperbélico”. Concluyo que en
general, el problema de la perturbacion singular puede

considerarse como el problema de la convergencia resolutiva.

Para solucionar la ecuacién (1.a) se utilizara el principio de

superposicion para ecuaciones diferenciales no homogéneas. Esto

implica realizar las dos siguientes etapas:

i) Determinar la funcién complementaria 0 homogénea, la cual

se connotara de la siguiente forma: u, 6 uy .
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if) Establecer cualquier solucion particular u,, de la ecuacion no

homogénea.

Una vez realizados los pasos anteriores la solucion general de la

ecuacion (1.a) es:
U=1up+uy

La funcion complementaria u;, es la solucion general de la

ecuacion homogénea asociada a:

v|72u—u~|7u—(;—':: 0 ec.(Lb)

Para encontrar la soluciéon complementaria u;,, se proponen las

siguiente funciones:

-1 -1,
unGet) = (Aa(b £ e+ 1) 1+ (Bro (b 261+ 1)

_1 '3
+ (C1,2 (lxs £ t] + 1)) J
Esto es implica dos soluciones, es decir:

j1+ 1 jZ

Ai(|xy +t]+ 1) B; (|x, +t|+1)
+ ! '
C, (s +t|+1)7

Up1 (xl t) =

3
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1 1

jt+ J

Ay(lxy —t|+ 1) By (|x, —t|+1)
+ 1 I
J

Co (lxs—t[+1)

2

Up2 (x! t) =

3

Caso 1. Cuando la solucién propuesta es de la forma:

j1+ 1 jZ
A (|x, +t] + 1) B, (lx, + t|+ 1)
+ ! 3
C (G te+1)’

Upi (x' t) =

La cual se analizara teniendo en cuenta el concepto de valor

absoluto:
cli)si (x;+t) 20,(x,+t) =20y (x3+¢t) =0

1

1+ :
B +t+1)’

2

t) = j
Upp1 (%, 1) Al(x1+t+1)]

+ ! j3
Cl(x3+t+1)]

clii)si (x;+t) 20,(xy;+t) =20y (x3+t) <0

j1+ 1 j2

Ai(x, +t+1) By (x +t+1)
+ ! '
. (—++D’

Upg2(x, t) =

3
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cliii)si (x;+t) 20, (x, +t) <0y (x3+t)=0

j1+ 1 j2

Al(xl +t+ 1) Bl (_(xZ +t) +1)
+ ! '
Cl(x3+t+1)]

up3(x,t) =

3

cliv)si (x+t) 20,(x; +t) <0y (x3+t) <0

1
.1+ .2
Aag+t+D’) "B Con+rn+D’
+ ! '
C(—(a++1D’

Upq4(x,t) =

3

clVv)si (i +t) <0, +t) =20y (x3+t) =0

1 4 1 .

J Yt/

+ ! '
Cl(x3+t+1)]

Upis(x,t) =

3

clvi)si (x; +t)<0,(xy; +t) =20y (x3+1) <0

- Ty
1
+ Jj?
C, (—(xz3+t)+1)

2

Upi(X,t) =

clvii)si (x; +t)<0,(x; +t) <0y (x3+t)=0
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1 1
jt+ J
+ 1 ]
Ci(xs+t+1) J

2

Uppe(X, t) =

3

clviii) si (x; +t) <0,(x, +t) <0y (x3+t) <0

1

Yy CmiorD’

2

R R e

1

Tt CminTD’

Sustituyendo en la ecuacién (1.b) la solucién propuesta en cl.i)

se obtiene el siguiente resultado:

2v 1 1
+ + jt
[Al (rp+t+1)° A% (g +t+1)3 A (xp +t41)?
2v 1
+[Bl(x2+t+1)3+312(x2+t+1)3
1 .
+Bl(x2+t+1)2] J
2v 1
" [Cl(x3+t+1)3+C12(X3+t+1)3

1

+—— | j3=0
Cl(x3+t+1)2] J

Igualando las componentes vectoriales se tiene:
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2v 1 1
Ap (e +t+1)3  A12 (g +t+1)3 + Ap (g +t+1)2 0 ec.(1b.1)
2v 1 1
By (p+t+1)3  By? (xp+t+1)3 By (xp+t+1)2 0 ec.(lb2)
2v 1 1
Cy (ea+t+1)3 ' €12 (ea+t+1)3 € (xz+t+1)2 0 ec.(1b3)
De la ecuacidn (1.b.1) se tiene que:
A = 1
T 2u4 g +t+1
De la ecuacion (1.b.2) se tiene que:
B - 1
T 2vdx,4t+1
De la ecuacion (1.b.3) se tiene que:
C. = 1
7 2vtaxg+t+1
Sustituyendo en la solucion propuesta:
up (x, t) = Jjt+ ! j?
P A (g + ]+ 1) By (lx, +t|+1)

1

+ 3
C, (s +t|+1)7
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Se obtiene:
__2v4x+t+l g 204xp+t+1 5 2v4ap+t+l 3
up (x,t) = ey +E[+1 lxp+t|+1 s +t|+1
ec. (1.b.4)

Verificaremos la solucion homogénea anterior, para ello se
sustituira la solucion wuyu,(x,t) en la ecuacion (1.b), v V?u—u-

_ .

Vu—2 =
uat

Calculamos primero v V?u

5 (62 0% 62>
vVeiu=v +—u

_+_
Ox?  OxZ 0x2
B 2 2Qu+x +t+ 1)\
P\ g+t 2 (x; +t+1)3
2 2Quv+x +t+1)\
tv - J
(xy +t+1)2 (xy, +t+1)3
2 2Qr+x3;+t+1) 3
+v - J
(x3+t+1)2 (xg+t+1)3

Encontramos u - Vu
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du du

u-Vu= (u1j1+u2j2+u3j3)-(—j1+ —j%+

d0xq dx,

_ 2v+x1+t+1( 1
O\ o tt+1 g +t+1

jl

2v+x1+t+1)
(g +t+1)?

2v+x2+t+1( 1
X, +t+1 X, +t+1

2v+x2+t+1) 5
(x, +t+ 1)2 J

2v+x3+t+1( 1
x3+t+1 x3+t+1

i3

2v+x3+t+1)>
]

+—
(tz + t + 1)2

s P
Por Gltimo hallamos a—'t‘

au_( 1 _{_217+x1+t+1)_1
at U xm+t+1l (gte+nz )’

Ju

0x5

( 1 +2v+x2+t+1
X +t+1  (xy+t+1)2

( 1 +2v+x3+t+1
xg+t+1 (x3+t+1)>2

Sustituyendo los resultados anteriores en la ec. 1.b:

)
)

’)

729
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ou
vViu—u-Vu——=
dt
B 2 2Quv+x;+t+1)\
P\ G e+ 12 (x; +t+1)3 ]
N 2 2@2u+x+t+ 1)\
v (x, +t+1)2 (x, +t+1)3 J
N 2 2@u+xz+t+ 1)\ ,
\Catt+D? ettt )

x+t+1 g +t+1

<2v+x1+t+1( 1

il

2v+x1+t+1)>
J

(; +t+1)2
<2v+x2+t+1< 1

X, +t+1 X, +t+1

2v+x2+t+1) 5
(x, +t+1)2 J

2v+x3+t+1( 1
x3+t+1 x3+t+1

2v+x3+t+1)> 3

Tternz /)’

(L 1 +2v+x1+t+1 4
[( x;+t+1 (x1+t+1)2>]
(_ 1 +2v+x2+t+1> 5

X, +t+1 (x,+t+1)2 J
(_ 1 +2v+x3+t+1> A
x3+t+1  (xg+t+1)2 ]]

= 01+ 02+ 0j3 =0
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De igual forma si se sustituye en la ecuacion (1.b) las soluciones
propuestas en cl.ii), cl.iii), cl.iv), cl.v), cl.vi), cl.vii) y cl.viii) se

obtienen las siguientes soluciones:

cli)si (x;+t) 20,(xy,+t) =20y (x3+t) =0

v+ +t+1 | 2v+x+t+1

It = - -
Un1a (%, 1) e+t +1 7 o+t +1 7
2v+x3+t+1
b +el+1 7
clii)si (x;+t) 20,(xy;+t) =20y (x3+t) <0
" (xt):_2v+x1+t+1].1_2v+x2+t+1j2
iz I, +t]+1 I, + t|+1
2v+x3+t—1
b tel+1 7
cliii)si (x;+t) 20,(x, +t) <0y (x3+t)=0
" (xt):—2v+x1+t+1j1 2v+x2+t—1j2
133> e, +t| +1 lx, +t] +1
2v+x3+t+1
s+t +1 7

cliv)si (x;+t) =20,(x,+t) <0y (x3+t) <0
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217 +x,+t+1
e+t +1 7
2v+x3+t—1
T e+t ]

v+ +t—-1

i+ j
lx, +t]+1

Up1a(x,t) =

i3

clVv)si (i +t)<0,(x;+t) =0y (x3+t) =0

2v4+x;+t—1 204+ x, +t+1

Upe(x,t) = il — 2
ms (%) e+t +1 7 o+t +1 7
2vt+xz3+t+1

b tel+1 7
clvi)si (x; +t)<0,(x;+t) =0y (x3+t) <0
60 2v+x+t—-1 1 2v+x, +t+1
u X, =
hi6 o+l +1 7 o, +t|+1 7
2U+x3+t—1_3
b +tel+1 7

clvii)si (i +8)<0,(x; +t) <0y (x3+t)=0

2v+x+t—-1 2v+x+t—1
e +t]+1
2v+x3+t+1
g+t +1

=2
o+t +1 7

Upp7(x,t) =

i3

J

clviii) si (i +t) <0,(x, +t) <0y (x3+t) <0
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v+ +t—1 | 2v+x+t—1
Jo+ ]

lx; +¢]+1 [x, +t]+1
2v+x3+t—1 |
o+t +1 7

2

Up1g(x,t) =

3

La funcion general que recoge todas las soluciones del caso 1

es:
(151 Qv +x;, +t) — (—1)Su*1(1)
) = |- Ciijt
up (%, t) e+t + 1 11]
(—1)%22v + x, + t) — (=1)*12*1(1) C.. 2
lx, +t] +1 12]
(=13 Q2v + x3 + t) — (=1)53+1(1) 3
- | Ci3J
x; +t]+1
Con:
0 si (x;,+¢t)=0 0 si (x,+t)=0
S11 = S12 =
1 si (x+t)<0 1 si (x,+1t)<0
0 si (x3+t)=0
S13 =

1 si (x3+t)<0

Caso 2. Cuando la solucién propuesta es de la forma:
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1 1

jt+ J

Ay(lxy —t|+ 1) By (|x, —t|+1)
+ 1 I
J

Co (lxs—t[+1)

2

Up2 (x! t) =

3

La cual se analizara teniendo en cuenta el concepto de valor

absoluto:
c2i)si (x;—t)=0,(x;—t) =20y (x3—1t) =0

j1+ 1 j2

Az(xl_t‘l'l) BZ (xZ_t+1)
+ ! j
G, (xa—t+1)’

Up1(x,t) =

3

c2ii)si (x;—t) =20,(x,—t) =20y (x35—t) <0

jl_l_ 1 j2
Az(.xl_t‘l‘l) Bz(Xz_t‘l‘l)

+ ! '

G (—-0+D’

Up12 (x, t) =

3

c.ii)si (x; —t) 20,(x, —t) <0y (x3—t)=0

1

"t hRCm-o+D’

2

,t) = '
uh13(x ) Az(xl_t""l)]

+ ! 3
Cz(X3_t+1)]
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c2iv)si(x;—t) 20,(x; —t) <0y (x3—t) <0

1
-1 -2
La—t+0’ B0+’
+ ! '
G, (—(r-+D)’

Upq4(x,t) =

3

c2V)si(x; —t)<0,(x,—t) =20y (x35—t)=0

1
— -1 -2
uns O = e D) TR g —t+ D)’
+ ! '
C, (xs—t+1)’

3

c2vi)si (x; —t)<0,(x; —t) =20y (x3—t) <0

1 1
— -1 22
une® O = ¥ D) TR g —t+ D)’
+ ! '
A CEDEDE

3

c2vii)si (x; —t)<0,(x, —t) <0y (x3—t)=0

1 1
.1+ .
A(a-0+D7 "B (—tm-+D’
1
3
Cz(x3—t+1)]

Up17 (X, t) = z

c2viii) si (x; —t)<0,(x; —t) <0y (x3—t) <0
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Up1g(x, £) = ! jt+ ! J
Ay(=(x; —t)+ 1) By (—(x;—t)+1)
1 .
G- n+D’

2

3

Sustituyendo en la ecuacién (1.b) la solucidn propuesta en c2.i)

se obtiene el siguiente resultado:

2v 1 1 1
[AZ(xl—t+1)3+A22(xl—t+1)3_A2(x1—t+1)2 J
2v 1
+[Bz(xz—t+1)3+822(x2—t+1)3
_ 1 2
Bz(xz—t+1)2] J
2v 1
[Cz (x3_t+1)3+(]22 (xg—t+1)3
_—1 ] j3=0
Cy (x3 —t+1)?

Igualando las componentes vectoriales se tiene:

CLA— ! —— 1 =0 ec(lb)

Ay (x—t+1)3 A% (x1—t+1)3 A, (x—t+1)2

CLA— ! 1 __ -0 ec(Lbb)

By (x;—t+1)3  By? (x,—t+1)3 B, (xp—t+1)2

2v 1 1
Cy (x3—t+1)3 ' 2% (x3—t+1)3 €, (xz—t+1)2

=0 ec (1.b.6)
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De la ecuacion (1.b.4) se tiene que:

1
v+ x, —t+1

4,

De la ecuacion (1.b.5) se tiene que:

1
S —2v+x,—t+1

B,

De la ecuacidn (1.b.6) se tiene que:

1

C=—7——
2 2v—x3+t—1

Sustituyendo en la solucion propuesta:

1

Up (x' t) = jl + jz

2 A(lxy —t|+1) By (lx, —t| +1)

1
+ j3
C; (lxs—tl+1)
Se obtiene:
20Xy —thl L, —20HXp—tHl .y | —2vtxg—t+l .5
una (6, t) = — =3 eyt +1 ea—tl+1

ec. (1.b.4)
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Verificaremos la solucion homogénea anterior, para ello se
sustituira la solucion wuy,(x,t) en la ecuacion (1.b), v V?u—u-
u——= 0.

at

Calculamos primero v V?u

, 92 92 92
vViu=v W+W+a_363%u

+2(—2v+x1—t+1) 1
(xl—t+1)2 (x, —t+1)3 J

+2(—2v+x2—t+1) 5
—t+1)2 (x, —t+1)3

+2(—2v+x3—t+1) 3
—t+1)2 (x3—t+1)3 J

Encontramos u - Vu

ou du u
Vu = i1 i2 i3 ,(_-1 272 _-3)
u-Vu = (ujt + uyj* + uzj’) ox + x] + 6x3]
_ —2v+x1—t+1( —2v+x1—t+1> 4
B x—t+1 —t+1 (g —t+1)2 J
+<—2v+x2—t+1(

xz_t+1
—2v+x2—t+1) .
motr? )
—2v+x3—t+1 1

* (
x3—t+1 x3—t+1

—2v+x3—t+1) 3
Gs—t+12 /)7

—-t+1
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L P
Por Gltimo hallamos a—':

Bu_( 1 +—2v+x1—t+1> 4
ot \ x —t+1 G —t+1)2 )/
1 —2v+x,—t+1\
+(— + )]
x,—t+1 (x, —t+1)2
1 —2v+xz3—t+1\ .
+(— + )]
X3_t+1 (X3_t+1)2

Sustituyendo los resultados anteriores en la ec. 1.b:

u
vV72u—u- Vu——

2(=2v+x; —t+1)\ |
[( —t+1)2+ G-ttt 13 >
2(-2v+x,—t+1)) ,
< —t+1)2+ (=t +1)3 >
2(2v+x3—t+1)) ,
( —t+1)2+ G —tt 13 >]
[ W4 —t+1 1 —2v+x —t+ 1) ,
< —t+1 (xl—t+1_ G —t+1)2 ))J

+

2v+x2—t+1( 1 —2v+x2—t+1) .
—t+1 X, —t+1 (x, —t+1)2 J
2v+x3—t+1( 1 —2v+x3—t+1) 3
—-t+1 xz3—t+1 (x3 —t+1)? ]
( —2v+x1—t+1) 1
xl—t+1 (x; —t+1)2 J
( —2v+x2—t+1) "
xz—t+1 (x, —t+1)2 J
—2v+x3—t+1\ |
+ (= )7
x3—t+1 (x3 —t+1)?
= 01+ 02+ 053 =0

+

—_—

+
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De igual forma si se sustituye en la ecuacion (1.b) las soluciones
propuestas en c2.ii), c2.iii), c2.iv), c2.v), c2.vi), c2.vii) y c2.viii) se

obtienen las siguientes soluciones:

c2i)si (xq—t)=0,(x;—t) 20y (x3—t) =0

—2v+x;—t+1 . “2v+x,—t+1

)= 1y 2
Un21 (% ©) o —tl+1 —tl+1 7
—2v+x3—t+1 |

]
c2.ii)si (x;—t) =0,(x,—t) =20y (x3—t) <0
—2v+x;—t+1 —2v+x,—t+1
,t) = i1+ 2
Un22(%, ©) o —tl+1 7 p—tl+1
2v—x3+t+1
o a1/
c.iii)si (x;—t) 20,(x, —t) <0y (x3—t)=0
—2v+x,—t+1 2vV—x, +t+1
b)) = i1+ 2
Unas (%, 0) = — g p—tl+1
—2v+x3—t+1 .
]

c2iv)si(x;—t) 20,(x; —t) <0y (x3—t) <0



Solucion de las ecuaciones de Navier—Stokes

—2v+x—t+1 | 2v—x+t+1
Jo+ ]

2v—x3+t+1
—tl+1 7

2

Uppa(x,t) =

3

2V)si(x;—t)<0,(x,—t) =20y (x3—t)=0

—2v+x,—t+1

2v—x;+t+1
o, —tl+1 7

+
o —tl+1 7
—2v+x3—t+1
[x; —t]+1

2

uhZS(x' t) =

j3

c2vi)si (x; —t)<0,(x; —t) =20y (x3—t) <0

2v—x;+t+1
jo+
2v—x3+t+1
[x; —t|+1

—2v+x,—t+1

]2

Upze(x, t) =

j3

c2vii)si (x; —t) <0,(x, —t) <0y (x3—t)=0

2v—x;+t+1 | 2v—x+t+1

u x,t =
27 (%, £) e —t|+1 —t|+1 7
—2v+x3—t+1 ,
ba—tl+1 7

c2viii) si (x; —t)<0,(x; —t) <0y (x3—t) <0

741
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2v—x+t+1 | 2v—x+t+1
o —t|+1 o, —t|+1 7
2v—x3+t+1
Tle-t+1

Up2 (x, t) = 2

3

La funcion general que recoge todas las soluciones del caso 2

es:
(D% (=2v+x,—t)+1
) = Cyy jt
Upz (%, t) I, —t] + 1 21]
(=1)%22(=2v+x, —t) +1 .
Caz Jj?
[x, —t|+1
(=1)%3(=2v+x3—t)+1 )
Cos J?
Con:
0 si (x;,—t)=0 0 si (x,—t)=0
S21 = S22 =
1 si (xq—t)<O0 1 si (x;—t)<0
0 si (x3—t)=0
S23 =

1 si (x3—t)<0

Una vez obtenidas las soluciones de los casos 1y 2, es decir

U (x,t) Y upe(x,t). Se puede obtener la soluciéon homogénea
asociada a la ecuacion (1.b), la cual esta dada por:
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Cijt —

_ [ CDs1Qux +0)-(-1511t (1)
uh(x’ t) B [ |xq+t[+1
(—1)512(2v+x,+£)—(-1)512%1(1) C 2
e, +t+1 12]

(—1)513Qu+x3+t)—(—1)513%1(1) )21 (—2v+x,—t)+1

.3 (_1 .1
lxs+t|+1 €13 ]+[ e —t]|+1 CarJ™ +
(—1)%22(—2v+x,—t)+1 .2 (-1)523(=2v+x3—t)+1 .3
g et Cza 3] ec. (1b.9)
Con:
0 si (x;,+t)=0 0 si (x+t)=0
S11 = S22 =
1 si (x+t)<0 1 si (x,+1t)<0
0 si (x3+t)=0
S23 =
1 si (x3+t)<0
0 si (x,—t)=0 0 si (x—t)=20
So1 = So2 =
1 si (x;—t)<0 1 si (x;—t)<0
0 si (x3—t)=0
S23 =

1 si (x3—t)<0

Para encontrar la solucion particular u,(x,t), se usaran
funciones vectoriales que pueden tener una solucidn coherente acerca
de la forma de u,. En este caso del vector formado por Vp—F.

Ejemplo, consideremos el vector gradiente de la presion dado por:
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Vp=1Vpllayx; e % (va, +|Vple @ %) 1 +
a; x;e” 2% (va, + |Vple %) j2 +as;x;e %% (vaz +

|Vp| e~% %) j3] Donde a4, a,, a; son constantes. ec. (1.a.1)

El cual tiene como solucion particular el vector gradiente de la

presion

V—pp) = |Vp| (e7%*1jl 4 g=%2%2 j2 4 g=d3X33) gc,
(1.a.2)

Y el vector fuerza dado por:

F=|Fle™ [ e (vb? +|F| by e "t™b1%1 4
w)jl+ e b2x (vbz2 +|F|bye Wt 2% 4w ) j2 4

e 3% (v b3® + |F| by e ™t 0% +w ) j3] ec. (L.a.3)
Tiene como solucion particular el vector fuerza

Fp’ = |F| e~ Wt (e—b1x1j1 + e—bzxzjz + e~ b3x3 ]3) ec.

(1.a.4)

En donde w es una constante que puede ser la w = 2rf donde

f es lafrecuenciao f = %
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La ec(1.a) queda de la forma:

vVu—u-Vu—-= Pp—F ec. (la)

szu—u'Vu—Z—?= [Vp|[a; x, e % (va, +
[Vple~®*1) j1 + a; x, e7%2%2 (va, + |Vp| e™%2%2) j2 +
azx; e %% (vag + |Vple %% ) j3] — [Fle ™ [ e 1% (vb,® +
|F| by e Wt bix 4w ) jl 4 e7b2%2 (v b,® 4 |F| by e~Wt=b2x2 4

w) j2+ e D% (vby® + |F|bye ™™t % 4w ) 3]  ec. (Lab)
La solucion particular de la forma:

up — |Vp| (e—a1x1j1 +e—a2x2 j2 + e~ A3 X3 ]3) _

|F| e Wt (e7b1%1jl 4 g=h2%2 j2 4 o=Dbs¥s j3) g (1.a.6)

Por ltimo, podemos afirmar que la ecuacion:

vVZu—u-Vu—g—I:z Vp—F ec. (La)

Tiene por solucion a:

_ _ _(—1)511(2v+x1+t)—(—1)511+1(1) 1
u(x, t) =up +uy = [ T Ci1J
(—1)5122u+x,+t)—(—1)5121(1) Con 2 —
[y +E]+1 12]
(—1)5132u+x3+t)—(—1)51371(1) .3 (—1D)S21(=2v+x,—t)+1 1
lxz+t|+1 C13J ]+[ ey —t]+1 CorJo +
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(—1)%22(—2v+x,—t)+1 .2 (—1)523(—2v+x3—-t)+1 .3
lxp—t|+1 €22 lxs—t|+1 C23 ) ] +
|Vp| (e—a1x1j1 + e %2 %2 j2 + e—a3x3j3) _ |F| e—wt (e_bl X1 jl +
e ba¥2 j2 4 o=D3x3 j3) ec. (1.a.7)
Con:
0 si (x,+t)=0 0 si (x,+t)=0
S11 = S12 =
1 si (x;+t)<0 1 si (x+t)<0
0 si (x3+t)=0
S13 =
1 si (x3+t)<0
0 si (x;,—t)=0 0 si (x,—t)=0
S21 = S22 =
1 si (xq—t)<O0 1 si (x;—t)<0
0 si (x3—t)=0
S23 =

1 si (x3—t)<0

Para facilitar el calculo de |F| o de |[Vp| se hace uso de la

ecuacion de divergencia o condicion 2 del problema, es decir

. c dy;
divu= ) —=0 (x€R%,t=0)
= axi

Se analizard el caso para el cual:
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(x+t) 20, (xy+t) 20y (x3+t) 20 y (x;—t) =
0,(x;—t) 20y (x3—t) =0

Lo que implica la siguiente solucion:

2v+x+t+1 4 2vt+x+t+1
B R B P
2v+x3+t+1
kgt +1
—2v+x;—t+1

[ [x; —t]+1
—2v+x,—t+1

|x, —t]+1
—2v+x;—-t+1

[xs —t]+1
+ |Vp| (e—a1x1j1 + e—azxz j2 + e—a3 X3 ]3)

12j

u(x,t) = [

Ci3 j°

Ca1J

C22j2

Cas j°

_ |F| e—wt (e—b1x1j1 + e—bzxz j2 + e—b3 X3 ]3)

. . ou; ou u u
De donde se obtiene: divu=3%; , —=—"2+—2+—"2=
0x; 0x4 0x, Ox3
Ci1 C11 Qu+x+t+1) Coq Cyq (—2v+x—t+1)
[xq+t]+1 (Jxq+t|+1)? | —t|+1 (Jx1—t|+1)2
—wWi— _ C Cy1p Qutx,+t+1)
|F| by e~Wt=P1% — |Vp| gy e™%1 %1 — —2 2 :
|x,+t|+1 (|, +t]+1)2
Cy2 Cyp (—2v+x,—t+1) —wt—b. x —a, x
- +|F|bye %2 —|Vpla, e” 2%z —
et Gmptenz T IFI D2 VPl a,
Ci3 C13 Qu+x,+t+1) Ca3 Co3 (—2v+x3—t+1)
|xs+t|+1 (Jxz+t|+1)? |xs—t|+1 (Jxz—t|+1)2

|F| by e™"*"Ps%s — |Vp| az e™% ¥
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Igualando a cero la divergencia y despejando |F|

n
. du;
divu = —=
axl-
=1

L

|F| — (bl e—wt—b1 X1 4 bz e—wt—bz Xy

C
+ b, e~Wt—bz x3)-1 11
3 ) e, +t]+1
Ci1 Qu+x,+t+1) Cy1
(Jx, +t] +1)2 lx; —t]+1
C21 (_ZU + xl - t + 1)
(g — t] + 1)?
Ciz Cip, Qv+, +t+1)
+ i
[, +t]+1 (|l + t] + 1)
[x, —t]+1 (Jxy — t] + 1)2
Cy3
[xs +t]+1
Cis Qu+x,+t+1) Cy3
(Jxs + t] + 1)? lxs —t]+1

Cos (24 x5 —t + 1))

+|Vpla; em ™

+ |Vp|ay, e %2 %2 +

(Ixs —t] +1)?

Aplicando las condiciones iniciales (3) a la solucién general de

laec (1.a): Se analizara el caso para el cual:

(1 +t) 20, (x,+t) 20y (x3+t) 20 vy (x—t) =
0,(x;—t) 20y (x3—t) =0
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Lo que implica la siguiente solucién:

2v+x+t+1 4 2vtx+t+1

u(x’t)z[_ e, +t] + 1 C1nJ lx, + t| + 1 CiaJ
2v+xz3+t+1 .
BT TR
—2v+x1—t+1C .
[ lx, —t|+1 21J
—2v+x,—t+1 ]
lx, —t] + 1 Caz J*
—2v+x3—t+1C )
a—t+1 23/

+ ||7p| (e~ %1 j1 + e 2%z jz + e 3%3 ]3)

_ |F| e—wt (e—b1x1j1 + e—bzxz j2 + e—b3 X3 ]3)

Cuando t = 0 se tiene que:

2v+x,+1 2v+x,+1
u(x,0) = ul(x =[—— - i
( ) ( ) |x1|+1 11J |x2|+1 12
2v+x3+1
R B o '3]
|x3|+1 13 ]
—2v+x,+1 4, T2vtx;+1 5
[— 21 T 1.4 l22J
[x] +1 |2, +1
—2v+x3+1
AL AP
sl 1

+ |l7p| (e—a1x1j1 + e~ %2 %2 j2 + e~ A3X3 ]3)
_ |F| (e—b1x1j1 + e—bz Xy j2 + e—b3x3 ]3)

(x € R3).
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Aqui, u°(x) es un campo vectorial libre de divergencia C* en
R3, fi(x,t) son los componentes de una fuerza dada, aplicada
externamente (por ejemplo, la gravedad), v es un coeficiente positivo
(la viscosidad), Las ecuaciones de Euler son las ecuaciones (1), (2), (3)

con un conjunto v igual a cero.

La ecuacion (1) es solo la ley de Newton f =ma para un
elemento fluido sujeto a lo externo fuerza f = (f;(x,t))1<i<n Y a las

fuerzas que surgen de la presidn y la friccion.

La ecuacién (2) simplemente dice que el fluido es
incompresible. Para soluciones fisicamente razonable, queremos
asegurarnos de que u(x,t) no crezca tan grande como |x| — oo. Por
lo tanto, restringiremos la atencion a las fuerzas f vy las condiciones

iniciales u® que satisfacen a (4) y (5), esto es:

Para la condicion (4)

(4) 05U’ (x)| < Cox (1 + |x])7X en R™ para cualquier <y K

Generalizando para la derivada de orden o |3%u®(x)|

tenemos:
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05w < () [Cun (xal

+ 1) (|(—1)°‘ (— %)D
+ Cor (] +1)” “(( 1)"‘(1 2|v1+|f1+ 1>‘

+ Cpp (Ix] + D7 {(=1D)*

)
(+ S
( 2v+x2+1)|>

(
+ Caa (gl + 07 PREST
(

(=D
(=D

+ Gy gl + 17 (| (-1 + 250
+ Cos (Ix3] + 1)_“( (‘1)“( ZIU;Ir 131+ 1)|)]

+ |F|(|b1°<||e—b1X1| + |b20<| |e_b2x2|
+ |bs™| | e P2 %5|)
+ [Vpl (la™| ™" + [ap™| [ e™ 22|

+ laz™| [ e7%*3])
De aqui se puede apreciar que

Cox = (xDCjeoni=12.j=123. y k=

« en R" para cualquier xyK

Para la condicion (5) se tiene que:
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(5) 105 0 f(x, vl
< Comr(1+ |xD7K en R™
X [0,00) para cualquier «,m,K
Demostracion:
f(x, t) = Fp’ = |F| e—wt (e—b1 x1j1 4 e b2 j2 + e~ b3xs ]3)

Para |05 0; f (x, )| = 10, 8, f (x, t)]

|0y, 0 f(x,8)| = |IF| w by e Wi 4 |F| w b, e WEmb2x2

+ |F| w by e"WEt=bs*s

< ||F| w by e Wt bixs

+ ||F| w b, e~Wtb2X2

+ ||F| w by e "Wt Dsxs

= |F|Iwl (Iby |[by e7t~P2%

4 1 byl by €70 4+ | by by et

Generalizando para |05 " f(x, t)|
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105 0 f(x, )] = [(=1) =+ |F| w™ by e7Wt=braa
+ (_1)—(o<+m) |F| wm b2°< e—wt—bzxz
+ (_1)—(o<+m) |F| wm b3°< e ~Wt—b3x3 |
< |(_1)—(0<+m) |F| w™m b1°‘ e—wt—b1x1|
+ |(_1)—(°<+m) |F| wm b2°< e—wt—b2x2|
+ |(_1)—(°<+m) |F| wm b3°< e—wt—b3x3|
— |F| |Wm| (| b1°< e—wt—b1x1| + | b2°< e—wt—b2x2
+ | b3°< e—wt—b3x3|)
= |FI ™) | by| | e=ve-bi| (1

1517 b, et by by et

Se puede verificar que Coenix (1 + |x])7K
= |F| lw™| | by| | e™t 51| (14 | by~ by™ ebr¥1702%2| 4
| by~ b3 eP1¥17bs¥s|)  de donde se concluye que  Comg =

[Flw™|b,| y k=-1

Se puede verificar que la solucion (1), (2) y (3) es fisicamente

razonable porque satisface a:
Para la condicion (6) se tiene que:

(6) pue C® (R"x[0,o)), se puede apreciar que la
funciones p,u son continuamente diferenciables R™, ya que todas las
derivadas parciales de orden n son continuas, y por lo tanto lo seran en
(R™ X [0,0))
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Para la condicion (7) se tiene que:

(7) lu(x,t)|?dx < C paratodo t
Rn

>0 (Energiaacotada)
Demostracion: Se analizaré el caso para el cual:

(x,+t) 20, (x,+t) 20y (x3+t) 20 y (x;—t) =
0,(x;—t) 20y (x3—t) =0

Lo que implica la siguiente solucién:

2v+x,+t+1 4 2vtx+t+1
T a1 T g
2v+x3+t+1
kgt +1
—2v+x,—t+1

[ [x; —t]+1
—2v+x,—t+1

[x, —t]+1
—2v+x;—t+1

|xs —t]+1
+ |Vp| (e—a1x1j1 + e—azxz j2 + e—a3x3 ]3)

u(x,t) = [

12j

Ci3J

Co1Jj

C22j2

Cs /|

— |F| e~wt (e—b1 x1j1 + e—b2 Xy jz + e‘b3 X3 ]3)

Sustituyendo la solucién u(x, t) en la integral.
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J [u(x, t)12dx < (€12 + C13® + Cra” + o * + C5°
RTL

+ C232)x1x2x3 +4 C112v X3 In(|x; +t] + 1)

+ 4 C2v a0 In(|x, + | + 1)
2 4
+ 4‘ C13 lexz ln(|X3 + tl + 1) -

4C% v x5 4 Ci32v? xpx,
lx, +t]+1 |X3+t|+1

— 4 CyPv xyx3 In(|x, — t| + 1)
- 4‘ CZZZU X1X3 ln(le - tl + 1)

4 Cyy 02 x5

- 4‘ C232U xle ln(|X3 - tl + 1) - |x1 — tl + 1

4 Cpv? xyx5 4 Cy3”v? X%,
|x2—t|+1 |X3_t|+1

2 -2a4x -2a;Xx
[Vp|?[x, x3 72T %1 x; x5 e7%%%2
- +
2

a; as
X1 Xy € 2az x3]

as

|F|Ze—2 wt [xz X3 6_2 by x4 N X1 X3 6_2 by x,

2 b, b,
Xy Xy €~ 2 b3 x3
b

Evaluando la integral 4 en laregion: 0 <x; <K, 0<x, <

K, 0<x;<K
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J [u(x, t)12dx < (C1® + C13® + Cro” + Co1® + Co0” + Co3° K3
RTL

+4C2vK2In(|K +t|+1)
+4CL%vK2In(|K +t|+1)
A 4 C;,%v? K2
+4C13 vK lTl(lK+t|+1)—m
4 C,%v2 K% 4 Ci3*v? K2
IK+tl+1 |K+t|+1
—4C,*vK2In(lK —t|+ 1)

—4C"vK2In(lK —t]+ 1)

4C%v K2 In(|K — t] + 1) 4 G v K2
23 VAT K —t| + 1

4 C,"v2 K2 4 (v K2

IK—t|+1 |K—t|+1

|Vp|2 [KZ e—2 a1 K K2 e—2 aK KZ e—2 azK
- +

2 a, a, + as
|F|2e 2WE[K2 =201 K K2 p=2b2 K
2 [ b, b,
K2 e—2b: K
5

Se puede apreciar que la solucién de la integral evaluada en
cualquier regién en R™ es menor que cualquier constante C que sea

mayor que el valor de la integral evaluada en esa region, esto es

f lu(x, t)|?dx <C paratodo t=0
Rn
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2.2. Solucién del problema para n-dimensiones

GENERALIZACION DE LA SOLUCION DE LA ECUACION
DE NAVIER - STOKES

La funcion complementaria uy, es la solucion general de la

ecuacion homogénea asociada a:

vVZu—u-Vu—Z—’t‘: 0 ec(2

Para resolver estas ecuaciones se debe considerar una solucién

particular de la forma:

up(6,0) = (@ (g e+ D) j + (an (g £ 6]+ 1) j2
+(az (lxy 2 el + 1)) j3 + -

-1,
+(an (lxy ¢+ 1) "
Caso 1. Se sustituira en la ecuacion (2) la solucién

1
1 .
o+t + 0’ T (et +0’
+ ! 344 ! i
a(art+’ @, (o, +el+ 1)’

1 2

Up1 (X, t) =

Probaremos la solucion para el caso que:
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(x1+t) 20, (xy,+t) =20,... (x,+t) =0
Esto implica una solucion de la forma:

1
jt+
a;(x;+t+1) a, (x,+t+1
+ ! i
an(xn+t+1)]

uhll(xtt)= )]2+

Sustituyendo en la ecuacion (2) la solucion propuesta se obtiene

el siguiente resultado:

2v 1 1 4
[al(x1+t+1)3+a12(x1+t+1)3+a1(x1+t+1)2] J
2v 1
[az(x2+t+1)3+a22(x2+t+1)3
1 Y
+a2(x2+t+1)2]]
2v 1
[a3(x3+t+1)3+a22(x3+t+1)3
1 4
ot
2v 1
[an(xn+t+1)3+an2(xn+t+1)3
1 o A—
+an(xn+t+1)2] )=

Igualando las componentes vectoriales se tiene:
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2v 1 1

ot T e T arer? 0 ec.(21)
2v 1 1

a (x2+t+1)3 + aZZ (X2+t+1)3 a, (x2+t+1)2 - 0 ec. (2.2)
2v 1 1

as (x3+t+1)3 + 0% Gt tr1)® | a3 Gt taD)? 0 ec (23
2v 1 1

an (xp+t+1)3 T an? (xp+t+1)3 + an (ep+t+1)2 =0 ec. (24)

De la ecuacidn (2.1) se tiene que:

1
204 x +t+1

a, =

De la ecuacion (2.2) se tiene que:

1
vt tt+1

a, =

De la ecuacion (2.3) se tiene que:

1
204z t+t+1

az =

De la ecuacion (2.n) se tiene que:
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ap=—F5—"—""-
2v+x, +t+1
Sustituyendo en la solucién propuesta uy, (x, t), se obtiene:
_2vtxgHt+l g 20+xpHt+l Ly 204xgHt+l 3
un (%, 1) = 2, +t]+1 20, +t]+1 23 +t]+1
L AEmAL 2.6)
|xp+t]+1
La funcion general que recoge todas las soluciones del caso 1
es:
(D)2 +x +¢) — (=1 (1)
up (x, t) = |— Cyq j?t
h1 (%, t) o+t + 1 11]
(-D)°2Qv +x;, +t) — (=1)%* (1)
lx, +t] +1 12]
(=13 2v + x5 + t) — (=1)*3*71(1) . i3
lxs +t] +1 13]
(D) Qu+x, +8) - (=D)L
- Cln]
lx, +t|+1
Con:
0 si (x,+t)=0 0 si (x,+t)=0
S11 = S12 =
1 si (x;+t)<0 1 si (x;+t)<0
0 si (x,+t)=0
. Sl‘l’l =
1 si (x,+t)<0
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Caso 2. Se sustituira en la ecuacion (2) la solucidn

Upo (X, 1) = upq (x, )
_ 1 =1 1 .
“a(a—d+0’ "o (a-a+Dn’
+ ! e+ ! j"
@ (-t + 1) an (n— [+ 1)

2

Probaremos la solucion para el caso que:

(x;—t) 20,(x;—t) =20,... (x,—t) =0

Esto implica una solucion de la forma:

1
'1+ '2+...
al(xl—t+1)] az(xz—t+1)}

1
"
an(xn—t+1)]

up(x,t) =

Sustituyendo en la ecuacién (1.b) la solucion propuesta se

obtiene el siguiente resultado:
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2v 1 1 N
[al(xl—t+1)3+a12(xl—t+1)3_a1(x1—t+1)2] J
2v 1
+[az(xz—t+1)3+a22(x2—t+1)3
— 1 j2
az(xz—t+1)2]]
2v 1
[a3(x3—t+1)3+a22(x3—t+1)3
1
_a3(x3—t+1)2]j3+m
2v 1
+[an(xn—t+1)3+an2(xn—t+1)3
1 Y —
_an(xn—t+1)2] jr=0

Igualando las componentes vectoriales se tiene:

24 1 1 __0 ec(27)

a; (e —t+1)3 a2 (x—t+1)3 aq (xq—t+1)?

24 1 1 __0 ec(28)

a; (e—t+1)3 a2 (x—t+1)3 a, (xp—t+1)?

CL— ! ! =0 ec.(29)

as (x3—t+1)3  ay? (x3—t+1)3  az (x3—t+1)?

2v ! ! =0 ec. (2.10)

: + -
an (xp—t+1)3  ay? (xp—t+1)3 a, (xp—t+1)2

De la ecuacion (2.1) se tiene que:
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1
T 2v4x —t+1

a

De la ecuacidn (2.2) se tiene que:

1
T 2v+x,—t+1

a

De la ecuacion (2.3) se tiene que:

B 1
T —2v4ax;—t+1

as

De la ecuacidn (2.n) se tiene que:

1
an_—2v+xn—t+1

Sustituyendo en la solucién propuesta u;,(x, t), Se obtiene:

T2vHxT0HL oy Z204XptHD | Z2vtasmtHL o3
|x1—t|+1 |x,—t]+1 |x3—t|+1

ec. (2.11)

Up2 (x, t) =

—2v+xp—t+1 .,
|xp—t|+1

La funcion general que recoge todas las soluciones del caso 2
es:
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D2 (2v+x, —t)+1

t) = Cy1 jt
Upz (%, t) e, —t] + 1 21J
(—D)%2(=2v+x,—t)+1 5
X, — CazJ
X, —t|+1
(D= (-2v+x3—t)+1
Con 73+ -
lxs —t] +1 23 )"+
(=D)%n(—2v+x,—t)+1 n
Con J
lx, —t| +1
Con:
0 si (x,—t)=0 0 si (x,—t)=0
S21 = S22 =
1 si (x;—t)<0 1 si (x;—t)<0

0 si (x,—t)=0
- Son =
1 si (x,—t)<0

Una vez obtenidas las soluciones de los casos 1 y 2. Se puede

obtener la solucién homogénea asociada a la ecuacion (2), la cual esta
dada por:

_ [ D911 Qutx, +0)-(-1)%121*1 (1) 1
up(x, £) = [ |y +t|+1 Ci1J

(—1)512Qu+x,+t)—(—1)51271(1) .2
|y +t]+1 12]

(—1)513Qu+txz+t)—(—1)513+1(1)
lxg+t|+1 13

i3

(—1)511 (v +£)—(—1)S1n+1 (1) a1 L [0S (2ot D) +1
Tenttl+1 CinJ ] + [ b —tl+1

Corj' +
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(—1)%22(—2v+x,—t)+1

.2 (=1)523(—2v+x3—-t)+1

Cr2j

|xy—t]|+1

(—1)%2n(—2v+x,—t)+1

Con J"| ec. (2.12)

|xnp—t]+1
Con:
0 si (x;,+t)=0
S11 =
1 si (x+t)<0
0 si (x,+t)=0
. SlTL =
1 si (x,+t)<O0
0 si (x,—t)=0
S21 =
1 si (x;—t)<0
0 si (x,—t)=0
Son =
1 si (x,—t)<0

Si consideramos la solucion particular de la forma:

|x3—t|+1

S12 =

S22 =

765

Coz j2 4+

(x,+t) =0

(x,+t) <0

(x,—t)=0

(x, —t) <0

up — |Vp| (e—a1x1j1 +e—a2x2j2 + e—a3x3]-3 ++

e—anxnjn) _ |F| e—wt (e—b1x1j1 + e—bzxzjz + e—b3 X3 j3 4ot

e~ by xnjn)

ec. (2.13)
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Por Gltimo, podemos afirmar que la ecuacion:

vVPu—u-Vu-= vp-F ec (La)

Tiene por solucion a:

_ (CD)f1Qutxg +0)- (=151 (1) C.. il
locq +t]+1 11J

u(x,t) =up +u, =[

(—1)512(2u+x, +t)—(—1)512+1(1) C.. i2

lxp+t|+1 12)° ~
(CDSBErx+)-(CD)SBHQ) . g
ez +t]+1 Cizjo =~
3
(-1 2u+x,+t)—(—-1)51nt1(1) .n] (—1)%21(=2v4x,—t)+1 1
[xpt+t]+1 Cin J"| + ey —t|+1 Carj
(—1)%22(—2v+x,-t)+1 .2, (=1)%23(=2v+x3—t)+1 3,
lxy—t|+1 G2 J° lxg—t|+1 Co3 jo+ -+

(—1)%2n(—2v+x,—t)+1
[xp—t|+1

Con J"| +17p] (e™ % j1 4 &% j2 4

e—a3x3j3 + -+ e—anxnjn) _ |F| e—wt (e—b1x1 j1 + e—bz Xy j2 +

e—b3x3]’3+...+e—b‘ﬂxnjn) ec. (214)

Con:
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0 si (x,+t)=0 0 si (x,+t)=0
S11 = S12 =
1 si (x;+t)<0 1 si (x;+t)<0
0 si (x,+t)=0
. Sln ==
1 si (x,+t)<0
0 si (x;,—t)=0 0 si (x,—t)=0
S21 = S22 =
1 si (xq—t)<O0 1 si (x;—t)<0
0 si (x,—t)=0
Son =
1 si (x,—t)<O0
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