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81. El entrecruce histérico

Entre el 22 y el 29 de abril de 1928, Husserl presenté en Amsterdam dos
conferencias tituladas: “Fenomenologia y psicologia. Fenomenologia tras-
cendental” en respuesta a la invitacion del fildsofo y lingtista holandés H.J.
Pos (Husserl Chronik, p.329-330) (Hua Dok IIl/4, 440-441). EIl objetivo de
esas conferencias, dicho sea de paso, era distinguir entre el quehacer de
la ciencia psicoldgica y el quehacer de la ciencia filoso6fica o, dicho de otro
modo, entre el desarrollo de la psicologia fenomenolégica y el desarrollo de
la fenomenologia trascendental. Mas alla del contenido de estas conferen-
cias, laimportancia de este evento estuvo marcada por el encuentro personal
(primero y ultimo) que sostuvieron Husserl y el matematico holandés J.L.E.
Brouwer. Sobre esta reunién se tiene certeza historica gracias varias cartas.
Por mor de la brevedad, me enfocaré Unicamente en tres de ellas.?

En una carta a H.J. Pos, el 26 de diciembre de 1927, Husserl habla sobre su
“proxima visita” a Amsterdam:

Tendria que estar alli [en Berlin] el 21 de abril y podria viajar a Am-
sterdam el 23. Me gustaria proponer dos conferencias, seguidas de
discusiones —anunciar desde el principio como accesibles solo para
[estudiantes] avanzados —. Claro que decepcionaré al sefior Brouw-
er, a quien me complace conocer. En este momento, la matematica
filosofica esta algo alejada de mi y no me gustaria hablar de eso des-
de la catedra (Katheder), me llevaria mucho tiempo volver a familiar-
izarme, aunque ya he trabajado en ello en el pasado. Prefiero hablar
de “psicologia fenomenoldgica y fenomenologia trascendental” (Hua
Dok I11/4, 442).

El segundo documento es una carta que envia Husserl a Heidegger, el 9 de
mayo de 1928, semanas después de su viaje a Amsterdam:

Lo mas interesante del evento en Amsterdam fueron las largas con-
versaciones con Brouwer, quien me caus6 una impresién muy sig-
nificativa, un hombre completamente original, radicalmente honesto,
genuino y muy moderno. Mantiene a su propia asistente filoséfica?

1.- * Las referencias a Husserl se haran conforme a la siguiente edicioén: Husserliana—
Gesammelte Werke, publicada originalmente por Martinus Nijhoff, luego por Kluwer
Academic Publishers y actualmente por Springer. Como es habitual, emplearemos
la sigla Hua (Husserliana), seguida del tomo en nimeros romanos y de las paginas
en nameros arabigos. La correspondencia de Husserl se citara de siguiente manera:
“Hua Dok IIl, nimero de volumen en arabigos y pagina” (véanse las referencias bibli-
ograficas incluidas al final de este trabajo). Los trabajos de Brouwer se citardn segun
sus Collected Works (p.ej. “CW I, p.5)

Otras cartas son las de Husserl a Ingarden (6 de mayo 1928); de Husserl a Mahnke
(12 de mayo de 1931) y de H.J. Pos a Husserl (5 de septiembre de 1927).

2.- La asistente a la que se refiere Husserl es Irmgard Gawehn. Filésofa y matematica
talentosa que estudié en Berlin y Heidelberg entre 1920 y 1924; se especializé en
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(philosophischen Assistenten), una dama muy inteligente, bien ver-
sada en mis escritos, incluidas las ‘Ideas’; de hecho, era la Unica
que sabia que decir en las discusiones después de mis conferencias
en Amsterdam. Ella estudié en Berlin, pero sélo encontr6 inspiracion
con P. Hofmann, especialmente con respecto a sus estudios fenome-
nolégicos (Hua Dok Ill/4, p. 156).

El tercer documento es una carta que envia Brouwer a Eva Wernicke, el 30
de abril de 1928: “aqui, en estos momentos, Husserl esta alrededor de mi,
atrayéndome fuertemente. Piensa que Miss Gawehn es la persona mas inteli-
gente que ha cruzado Holanda” (van Dalen, 2011, p. 1515).3

Estas tres cartas, y las anteriormente citadas, constituyen el testimonio histori-
co del encuentro entre Husserl y Brouwer. Desde luego, no puede decirse
gue este encuentro histdrico haya ejercido cierta influencia sobre el recorrido
filosofica de Husserl o en el recorrido matematico de Brouwer. En contraste
con otros matematicos que si pueden considerarse como punto de partida
del quehacer filosoéfico-matematico del fundador de la fenomenologia (Bolz-
ano,* Kronecker-Weierstrass,®> Grassmann,® Riemann,” Cantor® y Hilbert)® la
recepcion de la obra de Brouwer en la filosofia de Husserl es casi nula. Del
mismo modo, Brouwer no tomd en consideracion los escritos de Husserl, ni
de ningun otro fenomendlogo, en sus escritos posteriores a este encuentro.
Lo anterior, echa abajo lo que supuso Heidegger en 1925:

La direccion contraria [el intuicionismo], influida esencialmente
por la fenomenologia (wesentlich von der Phdnomenologie beein-
flusst), plantea la cuestion de si en definitiva lo dado primariamente
no sera la estructura determinada de los propios objetos (en la
geometria, el continuo previo a la indagacion cientifica, por ejemplo,
en la definicién de la integral y de la diferencial), como pretenden
Brouwer y Weyl (2006, p. 18. El énfasis es mio).

En el caso de Weyl si es evidente este influjo (basta leer el prefacio de Das
Kontinuum, 1918), pero en el caso de Brouwer, repito, no hay evidencia algu-
na de esto (Martin L6f, 1987, p. 415). Ademas de las cartas antes citadas, se
sabe que Husserl poseia una copia del articulo de Brouwer, Intuitionistische

topologia bajo la tutela de Rosenthal con quien obtuvo su doctorado en 1931 con la
disertacion: Uber unberandete 2-dimensionale Mannigfaltigkeiten. Esta fue publicada
en los Mathematische Annalen en 1927. “Frdulein Gawehn” se convirtio en ayudante
de Brouwer desde 1927 hasta 1930.

3.- También puede leerse (van Dalen, 2013, p. 520).

4.- cf. Beyer (1996), (Sebestik, 2003) (Frechétte, 2011) y (Casari, 2007).

5.- cf. Gerard (2008), Hernandez Marcelo (2015) y Canela Morales (2016)

6.- cf. Gerard (2010) y (Hartimo, 2011)

7.- cf. Rosado Haddock (2017).

8.- cf. Ortiz Hill (1994) e (lerna, 2012).

9.- cf. Okada (2013) y (da Silva, 2016).
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Betrachtungen Uber den Formalismus,® que aparecié antes de la publicacion
de Ldgica formal y l6gica trascendental (1929), aunque dicha copia ya no se
encuentra en los Archivos Husserl de Lovaina.* Para terminar esta breve
nota histérica, debo sefialar que el escaso contacto y nula influencia entre
uno y otro pensador no representa impedimento alguno para intentar descri-
bir los posibles entrecruces entre la propuesta matematica intuicionista y la
fenomenologia husserliana; antes bien, permite que esta parte del trabajo
tenga mayor dindmica en cuanto a la condicion filoséfica refiere.

Dicho esto, dividiré mi trabajo en tres partes. En el primer apartado presen-
taré las caracteristicas mas importantes del intuicionismo brouweriano; en el
segundo apartado explicitaré el concepto de negaciéon como una modalidad
de la evidencia en la fenomenologia husserliana; en el tercer apartado descri-
biré la manera en que el concepto de la negacién (o decepcion) es utilizado
en la obra de Heyting, y finalmente presentaré algunas conclusiones criticas.

82. La ldgica intuicionista de Brouwer. El papel de la construccién, la
pruebay la negacién

Las propuestas mateméticas de las postrimerias del siglo XIX enfatizaban el
rol fundacional y metodolégico de la abstraccion. La teoria de conjuntos can-
toriana, las geometrias no euclidianas y el algebra abstracta, son algunas de
las disciplinas o propuestas que ejemplifican esta tendencia. Sin embargo, el
creciente escepticismo hacia las formulaciones del tipo conceptual desenca-
dend una serie de trabajos que proponian un punto de vista diferente, a sa-
ber, la posibilidad de construir las matematicas por medio de la intuicion. Los
primeros en concebir esta idea fueron los matematicos Kronecker, Poincare,
Lebesgue, Lusin, y Borel, los asi llamados “pre-intuicionistas”. Un segundo
grupo lo constituirian Brouwer, Heyting y Kolgomorov.

Sin entrar en detalles, y siguiendo a Heyting, se puede decir que ambos gru-
pos compartian los siguientes principios: (A) las matematicas no soélo son for-
males, también poseen un contenido intuitivo, y (B) los objetos matematicos
son captados directamente por la mente, pero el conocimiento matematico no
depende de la experiencia (Heyting, 1955, p. 5). Desde luego, la diferencia
entre ambos grupos se encuentra en este “pero”, pues mientras los pre-in-
tuicionistas aceptan que la existencia de los objetos mateméticos es inde-
pendiente de nuestro pensamiento —aungue su construccion e investigacion
sé6lo se dé por medio de una actividad mental— los intuicionistas, por su par-
te, sefialan que los objetos matematicos solo existen como construcciones
mentales (Troelstra, 1982, p. 466). De estos dos grupos, fue Brouwer quien
sentd las bases del intuicionismo moderno, pero reiterando la importancia de
la filosofia matematica kantiana? de la que se sentia deudor.

10.- Brouwer presentd este ensayo en una reunion de la Academia Holandesa de
Ciencias, el 17 de diciembre de 1927, y se publicé originalmente en KNAW Proceed-
ings, (1928) 31, p. 374-379.

11.- cf. (van Atten, 2007, p.128, nota 7).

12.- “En Kant encontramos una vieja forma de intuicionismo, ahora casi completa-
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En el caso especifico de Brouwer, que es el que aqui interesa, se pueden
distinguir (al menos) cuatro momentos de su propuesta matematica:®

1. Utilizar s6lo entes matematicos “construidos” a partir de la secuencia
de la “proto-intuicion” (Ur-intuition).

2. Admitir solo los infinitos reducibles al infinito potencial y las secuen-
cias de libre eleccion (Wahlfolgen).

3. Reconstruir la matemética clasica exclusivamente con métodos con-
structivos de definicion y demostracion. (Se entiende por matemati-
cas clasicas a las matematicas surgidas en el siglo XIX, fundadas so-
bre la teoria de conjuntos y sobre métodos axiomaticos no-finitistas).

4. Utilizar una l6gica intuicionista (versus légica clasica).

En (1) se confirma lo dicho lineas atras: para Brouwer la matematica no es
una ciencia puramente formal, como creian los matematicos clésicos, sino
mas bien una actividad con un contenido especifico, “el cual es captado por
el sujeto pensante por medio de la intuicion independiente de la experiencia”
(Palau, 2002, p. 80). En efecto, lo que Brouwer intentara esclarecer a lo lar-
go de su vida académica es el éxodo de la conciencia matematica desde su
morada (cadtica) hasta su re-encuentro en el entendimiento mutuo, es decir,
hasta su encuentro con el contenido y/o datos intuitivos que generan, precis-
amente, el conocimiento matemético.

Al igual que Hegel, Brouwer afirma que el primer episodio del camino de la
(con)ciencia inicia con la certeza sensible/ingenua en la que se forma la con-
ciencia del tiempo y el mundo de las sensaciones (aqui aparece la distincion
sujeto-objeto), continua con la atencién matematica y finaliza en el autode-
spliege/reconocimiento del entendimiento y la individuacion.

En cuanto al primer episodio del camino de la (con)ciencia, su desarrollo
puede encontrarse en el “polémico” escrito/panfleto de 1905, Vida, arte y
misticismo, donde Brouwer, ademas de presentar una serie de ideas acerca
de algunos escritos de misticos prominentes, también bosqueja un “mundo
segun un sujeto pensante” (o individuo o sujeto creador). Dicho en otras pa-
labras, desarrolla un proyecto en el que el individuo/sujeto construye grad-
ualmente su propio universo. Para Brouwer, el individuo/sujeto se encuen-
tra originalmente en un estado de caos indiferenciado o en un estado de
completo aislamiento. Un estado donde la conciencia parece oscilar lenta,
irremediable e irreversiblemente entre la quietud y la sensacion (CW I, p.
480). El abandono de este estado de “caos” ocurre en el momento en el
que el sujeto experimenta la transicion de una sensacion a otra, reflejada en
la retencién de la primera en la segunda (como experiencia pasada). Esto

mente abandonada, en la que el tiempo y el espacio son tomados como formas de
concepcién inherentes a la razén humana” (CW I, p 125).

13.- Un estudio que condensa estas fases del pensamiento broweriano puede encon-
trarse en van Dalen (1978).
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comprueba, segun Brouwer, que “es el [flujo del] tiempo el Unico elemento a
priori en la ciencia” (CW I, p. 61). Esta tesis, irreductible a un solo ambito, ya
sea filoso6fico o psicoldgico es la piedra de toque para introducir el material
basico de lo que seria su propuesta matematica: la proto-intuicién (temporal)
(Grattan-Guinness, 1982, p. 45).

En su disertacién de 1907, Sobre los fundamentos de la matematica, Brouwer
desarrolla dicho concepto:

En los capitulos siguientes vamos a profundizar en la proto-intuicion
de la matematica (y de toda actividad intelectual) como el sustrato,
despojada de toda cualidad, de cualquier percepcion del cambio, de
la unidad de la continuidad y discrecion, de la posibilidad de pensar
reunidas varias entidades y conectadas por un “entre” que nunca se
agota por la insercion de nuevas entidades. Puesto que la continui-
dad y la discrecion se producen en esta proto-intuicion como com-
plementos inseparables, ambas con igualdad de derechos y siendo
igualmente claras, es imposible mantenerlas separadas como unas
entidades primitivas y luego construir una respecto de la otra. De
hecho, es imposible considerarlas por si mismas. Habiendo recono-
cido que la intuicién de la continuidad, de la “fluidez”, es tan primiti-
va como la de varias cosas concebidas como una sola, siendo esta
Ultima la base de toda estructura matematica, podemos afirmar las
propiedades del continuo como una “matriz de puntos considerada
como un todo” (CW [, p. 17).

La hipodtesis brouweriana se puede resumir del siguiente modo: profundizar
en la proto-intuicion de la matematica significa profundizar en el “movimiento
del tiempo”. Esto significa que el primer paso en la creacién de un universo
matematico es el reconocimiento de la iteraciéon y/o secuencias de sensa-
ciones temporales arbitrariamente extensas. Enseguida explico a detalle este
paso.

El concepto de proto-intuicion de Brouwer se funda en/sobre una concien-
cia del movimiento del tiempo o conciencia del flujo del tiempo. Ella seria la
causal de la desintegracion de todos los momentos de nuestra vida en dos
cosas distintas: una que da paso a la otra, pero que a su vez es retenida por
la memoria:

El proto-fendmeno es, por si mismo, la intuicion del tiempo, en la que
es posible la repeticion en la forma: “cosa en un momento y nueva-
mente una cosa”, como una consecuencia sobre la cual los momen-
tos de la vida se dividen en secuencias de cosas cualitativamente dis-
tintas. Dichas secuencias se concentran, entonces, en el intelecto en
secuencias matematicas no sentidas, sino observadas (CW I, p. 53).

La constitucién cualitativa de los elementos que componen esta dos-idad
(Zweieinigkeit), como también la llama Brouwer, permite una nueva y ultima
abstraccion que tiene por resultado la forma pura de la dos-idad o dos-idad
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vacia (el sustrato comudn de todas las dos-idades). Esta es el punto de partida
de la creacioén del universo matemético:

Esta intuicion de la dos-idad, la proto-intuicion matematica, crea no
s6lo los nimeros uno y dos, sino también todos los nimeros ordina-
les finitos, en la medida en que uno de los elementos de la unidad
puede ser pensado como una nueva dos-idad, dicho proceso puede
repetirse indefinidamente, dando lugar al menor niimero ordinal infini-
to w (CW I, p. 127-128).

La conciencia de esta unidad basica es, pues, la intuicion original de las
matematicas. Esto ultimo es reiterado en la conferencia Die Moeglichen
Maechtigkeiten (1908), dictada en el Congreso Internacional de Matematicas:

Cuando se investiga cémo surgen los sistemas matematicos, se en-
cuentra que estan construidos sobre la proto-intuicion de la dos-idad.
Las intuiciones de lo continuo y lo discreto se unen aqui, en tanto que
una segunda cosa no se piensa por si misma, sino en la preservacion
del recuerdo de la primera. La primera y la segunda se mantienen
juntas y la intuicién de la continuidad (continere=mantener juntos)
consiste en mantenerlas juntas. Esta proto-intuicion matematica no
es otra cosa mas que la abstraccion sin contenido de la sensacion del
tiempo (Zeitempfindung), es decir, la sensacion de “fijar” y “disminuir”
juntas o de “permanecer” y “cambiar” juntas (CW I, p. 102)

Ahora bien, la primera ocasion en que Brouwer se refiere explicitamente a
esta génesis de la conciencia matematica y a sus objetos fue en la conferen-
cia Matematicas, Ciencias y Lenguaje. Ahi, a partir de describir las tres man-
ifestaciones de la voluntad de vivir (Lebenswille) del individuo, hace mencién
de la atencion y la abstraccion matematicas. Es ahi donde aparece el segun-
do episodio del itinerario de la conciencia. Explicito esto con cierto detalle.

La atencion matemética tiene dos fases: la actitud (o atencion) temporal
(Zeitliche Einstellung) y la actitud (o atencion) causal (kausale Einstellung)
(CW I, p. 417-418). La atencidén temporal consiste en el reconocimiento de la
antes mencionada “desintegracion de un momento de vida” en dos conteni-
dos de conciencia distintos. Esta conciencia dual o dos-idad percibe un con-
tenido, mientras otro, previamente ya percibido, es retenido en la memoria.
De este modo, la proto-intuicion, en tanto dos-idad, ademas de ser un acto
temporizador, que puede ser repetido ad libitum, también da lugar a secuen-
cias finitas de sensaciones retenidas y por tanto recordadas. En la medida
en que uno de los elementos de la unidad puede ser pensado como nueva
unidad, y dado que este proceso puede ser iterado indefinidamente, se justifi-
ca, segun Brouwer, la induccion matematica de una manera directa. Por otro
lado, la atencién causal es un acto de la voluntad que identifica secuencias
temporales distintas en fendmenos percibidos que o bien se extienden hacia
el pasado o bien hacia el futuro. Dicho de otro modo, define el proceso por
el cual las secuencias temporales similares, proporcionadas por la atencion/
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actitud temporal, se identifican o se mantienen juntas (van Dalen, 2008, p. 11
y ss.) El resultado de este Ultimo proceso son las llamadas secuencias cau-
sales, ellas, segun Brouwer, constituyen el mundo y, por tanto, la ciencia en
general. En resumen, la fenomenologia de la conciencia broweriana reduce
la realidad percibida a un sistema de relaciones de medios y fines, lo que da
lugar a la ciencia en tanto proyeccién matematica sobre el mundo fisico (Mo-
lina, 2007, p. 933y ss.) Esto Ultimo, Unicamente quiere decir que la aparicién
de la ciencia esta en funcién del acto de la voluntad que busca ajustar el
mundo a las tendencias mateméaticas simples o compuestas.

Al igual que la ciencia, el lenguaje natural y el lenguaje técnico tienen lugar
en el seno de un acto voluntarioso. La primera maxima intuicionista** resume
esta idea:

Separar completamente la matematica del lenguaje matemético, en
particular de los fenébmenos del lenguaje que son descritos por la
I6gica tedrica, reconociendo que la matematica intuicionista es esen-
cialmente una actividad no linglistica de la mente que tiene su origen
en la percepcién del movimiento del fluir temporal (of a move of time).
Esta percepcion del movimiento del fluir temporal puede ser descrita
como la separacion de un momento de la vida en dos cosas distintas,
una de las cuales es retenida por la memoria. Si esa dos-idad nacida
de esa forma, es desprovista de toda cualidad, queda la forma vacia
del substrato comun de todas las dos-idades. Ese sustrato comun,
esa forma vacia, es lo que es objeto de la intuicibn matematica (Brou-
wer, 2011, p. 4-5).

Es de aclararse, ademas, que para Brouwer ningln lenguaje esta exento
de malos entendidos vy, por tanto, libre de error. De hecho, las limitaciones
del lenguaje natural no pueden ser resueltas o suplantadas por el lenguaje
técnico de la matematica formalista, cuyo registro fisico (dentro de sistema
de simbolos) sélo es de utilidad para el trabajo técnico del matematico. Por
tanto, segun Brouwer, el lenguaje sélo es (til en tanto herramienta para la
comunicacién, aunque imperfecta, pues nunca se garantiza la traduccién
correcta de la voluntad. Ahora bien, la desconfianza y cierto escepticismo
hacia el lenguaje son consecuencias genuinas de las tesis intuicionistas. En
efecto, una de las creencias béasicas del intuicionismo es que la represent-
acion linglistica siempre es incompleta y, por tanto, siempre esta abierta a
modificaciones temporales. Un sistema formal, asegura Brouwer, no podria
captar la matematica en su totalidad dado que su caracter no-progresista no
le permite incorporar nuevos teoremas y conceptos. Un ejemplo claro de este
caracter inacabado y potencial son los ordinales infinitos. Sobre este punto,
Brouwer comenta lo siguiente en Mathematik, Wissenschaft und Sprache:

14.- La primera version de esta maxima intuicionista se presenta de forma més o
menos clara en algunas partes rechazadas de la version original de la disertacion
doctoral de Brouwer. Un estudio exegético y comparativo entre la version original de
la disertacion doctoral (1904-1906) y la version presentada en 1907, se encuentra en
van Stigt (1979); en van Dalen (1999, p. 92y ss.) y (2011. p. 22-32).
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Es este sustrato comun de todas las dos-idades la que forma la proto-in-
tuicién de las matematicas, cuyo autodespliegue (Selbstentfaltung) introduce,
entre otras cosas, al infinito como realidad mental (gedankliche Realitét) y
efectiva y, primero que nada, la totalidad de los nUmeros naturales, que no
es comentada aqui, enseguida la de los nimeros reales y finalmente toda la
matematica pura (CW [, p.418-419)

La iteracion y la estructura de los nimeros naturales surgidas a través del
desenvolvimiento de la intuicién de la dos-idad, permite a Brouwer afirmar
gue en las matematicas intuicionistas la demostracion por medio de la re-
tencién no soélo se verifica en las instancias individuales, sino también en la
serie numérica natural. Lo que Brouwer llama repeticién indefinida de la dos-
idad es la antesala de la nocion formal de autodespliegue. El autodespliegue
es, por asi decirlo, parte integrante de la proto-intuicién pues complementa
los primeros actos de atencibn matematica creando nuevas secuencias in-
finitas a partir de secuencias previamente adquiridas (Tieszen, 1989, p. 13).
Como resultado de estas secuencias infinitas, la discusién sobre la secuencia
de nimeros naturales y la capacidad de aprehender la serie numérica en su
totalidad quedarian resueltas a partir del “axioma de la induccién completa”, y
con ello se daria paso al reconocimiento de la totalidad de los nimeros natu-
rales como una entidad potencialmente infinita (Tieszen, 1989, p. 54).

De esto ultimo habla el punto (2): “admitir sélo los infinitos reducibles al infini-
to potencial y rechazar el paraiso de Cantor”. Para efectos de una fundamen-
tacion de la aritmética desde un punto de vista intuicionista “no es correcto
partir de conjuntos infinitos como entidades (infinito actual), sino del llamado
infinito potencial, propio de los nimeros naturales” (Palau, 2002, p. 80-8).
Efectivamente, Brouwer observa que el desarrollo de la matematica es un
proceso infinito fundado en construcciones intuitivas que gradualmente van
adquiriendo nuevos instrumentos demostrativos y van adquiriendo nuevos
resultados ligados a la descripcion de la estructura de nuestra subjetividad.
Por tanto, y siguiendo la segunda méaxima del intuicionismo, un conjunto nu-
merable no puede ser visto como algo terminado al que se puede acceder
desde reglas aritmética definidas, antes bien se debe reconocer la posibilidad
de generar nuevas entidades matematicas:

SEGUNDO ACTO DE INTUICIONISMO que reconoce la posibi-
lidad de generar nuevas entidades mateméticas. Primeramente,
las secuencias infinitas progresivas P, P,...P cuyos términos son
elegidos mas o menos libremente a partir de entidades matemati-
cas previamente adquiridas, de modo que la libertad de eleccion ex-
istente quizas para el primer término P, pueda estar sujeta a una
restriccion al elegir un término siguiente Py asi de nuevo hasta
llegar a restricciones mas rigidas o inclusive hasta abolir la libertad
de eleccion sobre los elementos siguientes P s, en la medida que
todas estas intervenciones restringidas del sujeto, del mismo modo
que todas las elecciones de los P s, en cualquier fase del proce-
so pueden depender de experiencias matematicas futuras del sujeto
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creativo. En segundo lugar, en la forma de especies matematicas,
esto es, propiedades pensables de entidades matematicas previa-
mente adquiridas y que satisfacen la condicién de que, si ellas valen
para una entidad matematica determinada, también valen para todas
las entidades matematicas que han sido definidas como iguales a
aquella, relaciones de igualdad que son simétricas, reflexivas y tran-
sitivas; aquellas entidades matematicas previamente adquiridas para
las cuales vale la propiedad son llamadas elementos de la especie
(CW I, p. 511).

La cita presenta una clara alusién a las secuencias de libre eleccion®® que
constituyen el origen de la reconstruccién sistematica de las matematicas
desde el punto de vista intuicionista. Sin entrar en detalles, puede decirse
gue las secuencias de libre eleccién reconstruyen el analisis clasico a partir
de secuencias que pueden ser continuadas de forma arbitraria, pues no es-
tan fijadas por una ley (algoritmo). Esto permite modelar matematicamente
el continuo intuitivo como una especie de las secuencias infinitas convergen-
tes de intervalos racionales (van Atten, van Dalen y Tieszen, 2002). Michael
Dummett resume estas ideas del siguiente modo:

Una secuencia de eleccién es una secuencia infinita de numeros na-
turales cuyos términos se generan sucesivamente. En el proceso de
generarlos, las elecciones libres pueden desempefiar un papel. Por
un lado, la seleccién de cada término puede ser totalmente determi-
nada de antemano por alguna regla efectiva: una secuencia genera-
da por tal regla es una secuencia similar a la ley. Por otro lado, ten-
€mos una secuencia cuya seleccion de cada término es totalmente
irrestricta: éstas son las secuencias sin ley. Entre estas secuencias
de eleccidn, la seleccién de cuyos términos esté parcialmente restrin-
gida por adelantado, pero no completamente determinada (2000, p.
287).

Ahora bien, es posible rastrear las secuencias de libre eleccién (o secuencias
infinitas progresivas) en algunas partes de la disertacién de 1907 (CW |, p.
83). No obstante, su primera aparicion formal'® como objetos matematicos o
como principios de continuidad fue en la resefa del texto de Schoenflies y
Hahn, Die Entwicklung der Mengenlehre und ihrer Anwendungen (1914);*” en
los articulos de los afios 1918-1919, Begrundung der Mengenlehre unabhén-

15.- van Atten (2007) presenta un estudio muy completo sobre la posible interpretaciéon
fenomenoldgica de las secuencias de eleccién brouwerianas. Debido a la extension
de este emplazamiento remito a su estudio para mayores aclaraciones.

16.- cf. (Troelstra, 1982, p 470).

17.- (CW I, p. 139-142). Publicada originalmente en la Jahresbericht des Deutschen
Mathematiker- Vereinung, 1914, 23, pp. 78-83. En esta resefia, Brouwer afirma que
todo conjunto bien construido (wohlkonstruierte Punktmenge), desde un punto de vista
intuicionista, se compone de una parte contable (abzéhlbare) y una parte no-contable
(nicht abz&hlbare). La parte incontable se determina por una secuencia de elecciones
de un conjunto finito (p. 140-141).
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gig vom logischen Satz vom ausgeschlossenen Dritten,*® y en el ensayo de
1919, Intuitionistische Mengenlehre.**Vistos en conjunto, la tarea de estos
trabajos es frenar el avance de la “mala compresion” del infinito actual. Para
lograr dicho objetivo, la estrategia Brouwer fue reconocer que en principio
nuestra intuicion matematica sélo puede crear conjuntos numerables de in-
dividuos. Con lo anterior, Brouwer pretende desacreditar la creacion del con-
junto de todos los nimeros ordinales no-numerablemente infinitos (como en
el caso de Cantor y su teoria matematica de los conjuntos infinitos no-numer-
ables y el tratamiento de conjuntos infinitos de distinta cardinalidad N, R,,).
Desde la perspectiva intuicionista, no admitir el infinito actual, por considerar
al conjunto infinito como algo ya concluido, significa mantener la coherencia
con el sentido intuitivo que admite, con naturalidad, la sucesion indefinida de
los nimeros naturales. Frente a los casos que presentan una estructura infini-
ta donde no es posible distinguir entre el proceso de generacién y el producto
generado, Brouwer presenta un concepto de infinito no restringido (potencial)
donde se distingue entre el proceso mismo y el producto no-terminado.

Lineas atras mencioné que estas secuencias de eleccion se “unen” en un
dispositivo denominado extension o despliegue (Spread/Menge) cuya funcion
es comparable a la funcidn de los conjuntos cantorianos. Esto significa que
se puede definir un conjunto en la forma del despliegue, es decir, en el modo
comun de generacién de los elementos de un conjunto. Esta definicién es
valida constructivamente hablando pues una sucesion que se prolonga in-
finitamente (idea intuitiva del continuo como una determinaciéon gradual de
puntos) es una sucesion que admite una serialidad dentro de las matemati-
cas intuicionistas. Ahora bien, es importante hacer notar que el intuicionismo
matematico exige tener una prueba, procedimiento o construccién mediante
procesos intuitivos para admitir un teorema o formula dentro del sistema in-
tuicionista.

Este punto converge con (3): “Reconstruir la matematica clasica exclusiva-
mente con métodos “constructivos” de definiciébn y demostracion”. Asi que
“[...] demostrar la existencia de una entidad sera dar su método de construc-
cién y probar una afirmacion sera exhibir la forma de construccion de la prue-
ba, i.e., el método de calculo o algoritmo que en un ndmero finito de pasos
permita su construccion” (Palau, 2002, p. 81). Para Brouwer, un enunciando
matematico sera verdadero cuando se demuestre, via construccion men-
tal, su verdad y su evidencia; un enunciado matematico sera falso cuando
18.- (CW I, p. 150-221). Estos articulos son importantes porque entre 1918 y 1919,
Brouwer define la funcién principal de las secuencias de eleccion: reconstruir el andli-
sis clasico identificando los puntos sobre la serie de los reales con las mismas secuen-
cias de eleccién. Esto es posible gracias a que las secuencias de eleccion son rec-
ogidas en un “dispositivo” denominado extension (Spread o su equivalente en aleman
Menge) cuya funcion es comparable a la funcion de los conjuntos cantorianos. Basi-
camente una extension es originada por un método (Methode) que determina parte de
una secuencia finita de nimeros naturales y por otro método que asigna una serie o
secuencia de signos (Zeichenreihe), ambos definidos por una ley (Gesetz).

19.- (CW I, p. 230-235).
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no se logre probar la posibilidad de su construccion mental. Dicho en otras
palabras, el aseguramiento de la verdad debe tener como consecuencia su
demostrabilidad.? Por ejemplo, si se trata de demostrar P, limitarse a afirmar
su verdad es falaz e insuficiente. La verdad de P no prueba P; tampoco la
reduccion al absurdo de P prueba P, pues el resultado al que se llega es
a la negacién de P, pero eso no es equivalente a su afirmacién (refutar no
equivale a afirmar). Para poder afirmar la verdad de un enunciado es preciso
contar con una prueba de él. En suma, probar un enunciado matematico es
presentar un método de construccion para dicha entidad.

Este radical cambio de perspectiva lleva al intuicionismo a la negacién de
las demostraciones por absurdo, ademas de rechazar el principio del tercero
excluso.? Con esto, llegamos al punto (4): “utilizar una légica intuicionista
(versus logica clasica)”. La utilidad de la l6gica intuicionista es mayormente
visible en el papel que juega la negacién o el juicio negativo. Este ultimo
punto, lo estudiaré al principio del 84.

§3. La negacion como modalidad de la evidencia en la fenomenologia
husserliana

En la introduccion a la sexta de las Investigaciones légica Husserl propone la
siguiente tesis: todo pensar y conocer teorético son expresables por medio
de actos expresivos. Esta hipétesis se desprende de la articulacion fenom-
enoldgica de las cinco primeras investigaciones logicas y la tematizacion de
dos aspectos capitales de la significacion: 1) su referencia intencional y 2)
su caracter de idealidad. ¢ Qué significa referencia intencional y qué significa
caracter de idealidad? En un sentido muy general, y sin remision de citas a la
guinta investigacion l6gica donde se detalla dicho concepto, se puede afirmar
gue la intencionalidad no es mas que la nota esencial de ciertas vivencias de
“ser conciencia de algo” (justo por ello se llaman vivencias intencionales). Es
una peculiaridad esencial de la esfera de las vivencias en general; es lo que
caracteriza la conciencia en sentido estricto y lo que justifica que se designe
la corriente entera de las vivencias a la vez como corriente y como unidad de
conciencia. Lo que finalmente revela la reflexion fenomenoldgica es que este
€s un proceso inmanente caracteristico de toda experiencia, aunque infinita-
mente variado en cuanto forma.

Sobre el caracter de idealidad. Dentro de la complejidad del fenédmeno de la
expresion (Ausdruck) se encuentran ciertos actos que le dan su significacion
y actos que cumplen esa significacion. De acuerdo con este analisis la sig-

20.- “En la matematica intuicionista no se infiere de acuerdo con normas que estén
contenidas en una ldgica, sino que cada inferencia individual es probada de manera
inmediata por su evidencia. Asi también, el resultado de un proceso de demostracion
matematica no se encuentra en las inferencias légicas, sino en la construccion de
sistemas mateméaticos” (Heyting, 1955, p. 16).

21.- En sentido estricto, la ley del tercero excluido no es el Gnico principio l6gico no
aceptado por Brouwer y otros intuicionistas. La ley de la doble negacion y las leyes De
Morgan no son principios validos desde la 6ptica intuicionista.
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nificacién o intencion significativa (Bedeutungsintention) es (en la vivencia
concreta de un juicio) el caracter de acto que la posicién judicativa posee en
conexion atributiva con el contenido del juicio o, lo que es lo mismo, es un
caracter de acto que modifica el acto de expresar y lo presupone. La funcion
intencional de mentar un objeto y de dirigirse a él de un modo determinado
no sélo hace valer en general la dimension de apertura de la conciencia, tam-
bién permite especificar los distintos modos de mencién y poner de relieve
el papel de la intencionalidad en los actos de conocimiento. Asi, Husserl dis-
tingue entre vivencias intencionales que tienden al objeto, pero sin tener un
contenido presencial y efectivo del mismo, y aquellas en las que, ademas de
tender a él, esta dada la presencia del objeto correspondiente. Unas mientan
significativamente sus objetos y otras, ademas de esto, tienen “en perso-
na” (leibhaft) al objeto intencionado, dando asi cumplimiento a la mencién
vacia (Paredes Martin, 2002). La intuicion o “intencion intuitiva” es lo que
proporciona la presencia efectiva del objeto. De este modo, los conceptos de
“intencion” y cumplimiento (o plenificaciéon o intuicion impletiva, Erfiillung)?
aseguran la posibilidad de situaciones vivenciales que, efectivamente, pro-
porcionan la presencia de los objetos mentados.Z Lo anterior, repito, ocurre
cuando el objeto intendido coinciden con la expresién emitida correcta y sufi-
cientemente. Por ejemplo: “la expresion un mirlo echa a volar y su respectiva
situacion intuitiva (el mirlo y su vuelo)”. Se trata, dice Husserl, de un analisis
fenomenoldgico de la correspondencia entre lo intuido y lo significado en la
expresion (Husserl, 1999, p. 606).

Para Husserl, es la percepcién la que determina la referencia objetiva de la
significacion, lo que no quiere decir que parte de la significacion resida en
la percepcién —de hecho, “habra que decir también que ninguna parte de
esta significacion reside en la percepcion misma” (1999, p. 614)—. En efec-
to, la significacion reside Gnicamente en la intencién como intencion de esto
0 aquello, esto es, lo anticipado por la percepcién es lo que puede ser, lo
posible y lo efectivamente captado. En Hua Xl, Husserl sefiala que:

El proceso fue un proceso constante de ampliacién (Erweiternden)
del conocimiento. Esta ampliacion se produce a través de sintesis
discretas de la percepcion de tal manera que una cosa, ya bastante
familiar a través de una percepcion previa, ocasionalmente se perc-
22.- La introduccion sistemética del concepto de cumplimiento aparece en la sexta
de las Investigaciones ldgicas, capitulos 1y 2. La nocién de grados del cumplimiento
en los capitulos 3 y 5. Del mismo modo, Husserl desarrolla, en Ideas |, y en fran-
ca superacion de la funcion representativa de las Investigaciones ldgicas, una serie
de tematizaciones con respecto a las determinaciones de la evidencia en relacion
con los polos noético-noeméticos, especialmente en lo referente a las sintesis de
adecuacion. Una mayor exposicion de este tema puede encontrarse en Anton Mlinar
(2012), (2013a) y (2013b).
23.- Puede haber un cumplimiento estatico o dinamico de una intencion significativa.
El cumplimiento es estéatico cuando el objeto esta inmediatamente presente en la con-
ciencia y es dinamico cuando se requiere una secuencia de actos en el tiempo para
experimentar el objeto o al menos para experimentarlo completamente.
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ibe nuevamente bajo un recuerdo simultaneo de percepciones previ-
as, es decir, en un reconocimiento directo. Como podemos ver facil-
mente, la nueva adquisiciéon de conocimiento contintia la adquisiciéon
anterior con respecto a los nuevos aspectos. Pero todo esto con-
cierne a sintesis de cumplimiento, es decir, de concordancia (Einstim-
mgkeit) (Hua XI, 25).

En este analisis, el cumplimiento y la capacidad de cumplimiento es otra for-
ma de hablar de intuicién. La distinciéon intencién de significado /cumplimien-
to significativo es algo asi como la distincion de concepto/intuicion. Asi, una
intencidn-significado se cumple cuando el objeto hacia el cual nos dirigimos
esta presente en nuestra experiencia, pero también se puede cumplir cuando
el objeto podria hacerse presente a la conciencia a través de secuencias de
actos en los que se realiza. Cuando esto sucede, tenemos evidencia del ob-
jeto o estado de cosas.

La evidencia es, para Husserl, la vivencia de la verdad, la verdad vivida (Pro-
legémenos 851). En sentido fenomenoldgico, la evidencia encuentra su ori-
gen, en primer lugar, en una conciencia intencional y, en segundo lugar, en la
vivencia del cumplimiento. Es “precisamente esta caracterizacién fundamen-
tal de la evidencia es la que permite advertir el contraste con lo meramente
mentado y que, en consecuencia, debe ser llevado a evidencia” (Anton Mlinar,
2014 p. 35). Dicho de otra manera, el proceso de cumplimiento (el estar cum-
plido o el caracter de cumplido) “lleva a la tacita consideracién unilateral de la
evidencia como conciencia plena, haciendo del vacio o mencién un momento
ajeno o externo a la evidencia en cuanto tal” (p. 35).

Finalmente, la plenitud o el cumplimiento es un momento nuevo frente a la
cualidad y la materia, pero que corresponde especialmente a ésta en el modo
de un complemento. Esta nocién de cumplimiento es el caracter fundamental
con el que Husserl determina su comprension fenomenolégica de la eviden-
cia. También “podria formularse el problema mismo de la evidencia como el
problema de la conduccion de la mencion vacia no-evidente de un estado
de cosas a la correspondiente evidencia” (p. 51). Asi pues, “ella establece el
marco de la posibilidad del cumplimiento, marco que no se constituye como
un todo cerrado de determinaciones estrictamente definidas en cuanto a su
contenido sino como un predelineamiento” (p.51).

La sintesis de cumplimiento (Synthesis der Erfiillung) o, mejor dicho, toda
expectativa puede hallar, en vez de cumplimiento, decepcién (Enttduschung),
lo cual implica una determinacién diferente (Andersbestimmung) o en otra
direccion. ¢Qué quiere decir esto? Quiere decir que los aspectos mentados
se revelan de otro modo de ser al que habian sido anunciados. En este tipo
de acto o sintesis, lo intuido aparece como distinto, “como «no el mismo»,
como «otro» que el objeto del acto de intencién” (Husserl, 1999, p. 628). Nue-
vamente en Hua XI, Husserl sefiala:

Sin embargo, hay un suceso que va en contra del cumplimiento, la
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decepcion, hay una ocurrencia que va en contra de determinar mas
de cerca, es decir, determinar lo contrario. En lugar de preservar y
enriquecer alin mas los conocimientos adquiridos, se puede poner
en cuestién, anularlos [...] Asi, en el caso normal de percepcién, todo
cumplimiento progresa como el cumplimiento de expectativas. Estas
son expectativas sistematizadas, sistemas de rayos de expectativas
que, al cumplirse, también se enriquecen; es decir, el sentido vacio
se vuelve mas rico en sentido, ajustdndose a la forma en que se
prefigura el sentido. Pero cada expectativa también puede ser decep-
cionada, y la decepcién esencialmente presupone un cumplimiento
parcial, sin una cierta medida de unidad manteniéndose en la pro-
gresion de las percepciones, la unidad de la experiencia vivida inten-
cional se derrumbaria. Sin embargo, a pesar de la unidad del proceso
perceptivo que se produce con este contenido de sentido unitario y
permanente, efectivamente se produce una ruptura, y la vivencia de
“lo otro” (anders) surge. También hay una vivencia de “lo contrario”
sin interrupcion, una decepcion de un estilo regular que, en virtud de
su regularidad, puede anticiparse y que, por tanto, puede ser prefigu-
rado en el horizonte vacio (Hua XI, 25-26).

Como hien sefiala Husserl, la decepcidn esto no mienta una mera privacion
del cumplimiento, sino un nuevo hecho descriptivo en el que opera una forma
de sintesis de la distincion o “sintesis del conflicto”. Dicho con mas claridad, la
intuicién no concuerda con la intencidn significativa, decimos “entra en conflic-
to”, pero la vivencia de este conflicto es una forma de sintesis. En todo caso,
la decepcion es una manera de cumplimiento. ¢Qué significa entonces que
tiene lugar una decepcion en vez de un cumplimiento? Tomemos como ejem-
plo la figura del alfil blanco en el ajedrez. Este transcurre, en un principio, de
acuerdo a la percepcion que cumple sus expectativas de “blanco” y “en per-
fecto estado”. Al continuar el curso de sus escorzos, se me muestra una parte
de su lado trasero que no era visible al principio. El predelineamiento originar-
io la presumia como igualmente “blanco” y “en perfecto estado”, como en el
perfil delantero. Sin embargo, aparece la conciencia de lo “decepcion”: esta
tefiido de amarillo y no continua en perfecto estado, sino que esta maltratado,
con fracturas, roto. Aqui se “produce un conflicto entre las intenciones adn en
curso y los nuevos contenidos de sentido que ingresan con su originariedad
y sus correspondientes horizontes. La fuerza de la plenitud impresional se
impone frente a la certeza de la expectativa, y el sentido de la percepcién se
ve modificado incluso retroactivamente en la esfera retencional, es decir, las
mismas expectativas anteriores se ven resignificadas” (Anton Mlinar, 2013b,
p. 199-200). El conflicto se da entre el sentido de una intencién anticipativa
y el sentido de una impresién originaria, es ahi cuando la negacion tiene su
lugar como un tipo determinado de cumplimiento. En efecto, una intencién es
decepcionada, en el modo de la contrariedad (Widerstreit), tan sélo por ser
una parte de una intencién mayor cuya parte complementaria si se cumple:
“en toda contrariedad hay, pues, también en cierto modo concordancia par-
cial y contrariedad parcial” (Husserl, 1999, p.629). De nuevo, cumplimiento y
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decepcion coinciden sélo en una cosa: la direccion hacia el objeto por parte
de la intencion significativa.

84. Decepcion y negacion. La propuesta de A. Heyting como puente en-
tre Husserl y Brouwer

Segun algunos autores,?* entre Husserl, Heyting y Brouwer existe un vinculo
en cuanto al tratamiento de la negacion (como modalidad de la evidencia) se
refiere.?> Me dedicaré a explicitar esta idea en lo que resta del texto. En esta
ultima parte explicitaré este punto. Comenzaré con el concepto de negacion
brouweriano, después presentaré la propuesta de Heyting.

En pérrafos anteriores mencioné como Brouwer se vio obligado, casi desde
un comienzo, a proponer modificaciones a la l6gica clasica que correspondian
a su vision de la naturaleza de las entidades mateméaticas. Cabe recordar
gue Brouwer considera las matematicas como construcciones mentales sin
lenguaje (técnico o no) y en la medida en que so6lo nos ocupamos de tales
construcciones intuitivas, las cuestiones sobre la aplicacién o no de una con-
stante légica, cualquiera que esta sea, no pueden siquiera ser planteadas. No
obstante, en cuanto al rechazo o modificacién, de parte de Brouwer, de la ley
del tercero excluso, las cosas no son muy claras. Tampoco lo es su tratamien-
to a la concepcion de la negacién como un operador veritativo funcional (Moli-
na, 2008, p. 95-112). De hecho, su formalizacién y su aislamiento como tema
de investigacion no forman parte, en sentido estricto, de su pensamiento.

Es dificil encontrar una tematizacion precisa sobre el papel del enunciado
negativo en la l6gica de Brouwer. Sin embargo, si tenemos en cuenta sus
primeros trabajos (1908) hasta 1923, encontraremos que si hace uso de la
negacion, pero englobada en una idea mas general: la incompatibilidad entre
construcciones matematicas.

En efecto, en los primeros trabajos de Brouwer, el enunciado negativo es
definido como una incompatibilidad entre dos construcciones matematicas,?
posteriormente la identificd con el concepto de absurdo. En otros momentos,
como en el articulo del afio 1923 Intuitonistische Zerlegung mathematischer
Grundbegriffe, se refiere a ella en medio de discusiones sobre el principio del
tercero excluido o sobre la teoria de conjuntos. Ahora bien, segun Brouwer, la
verdad se confirma en pruebas constructivas y la falsedad se genera a partir
de una contradiccion. En ambos casos, la admision de una proposicion como
vdlida, no se sigue de su necesidad, pues bien podria ser el caso que se
tratara de una proposicion para la cual no existe una prueba constructiva. En

24 .- (Tieszen, 1984), (Gethmann, 2003) (van Atten 2007, 2015).

25.- Es posible encontrar mas entrecruces, pero mor del espacio he decidido no agre-
garlos. Para una visidn mas panoramica de las convergencias entre Husserl, Brouwer
y Heyting, cf. (Franchella, 2007).

26.- “En el punto en que se enuncia la contradiccién, yo simplemente percibo que la
construccion ya no cabe, que la estructura requerida no puede ser incrustada en la
estructura basica dada” (Collected Works 1, p.73).
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suma, para Brouwer la alternativa Idgica clasica A v —=A no es exhaustiva. Asi,
una vez que la aplicabilidad del tercero excluso se ha “puesto en duda”, se
vuelve necesaria la creacién de una légica donde sea posible hablar de mas
valores de verdad (Palau, 2002, p. 79 y ss.) Es precisamente en el articulo
de 1908, La no fiabilidad de los principios I6gicos, donde Brouwer admite la
posibilidad de una divergencia respecto del tercero excluso, pero sin llegar a
negarlo:

Consideremos el principio del tercero excluso: este afirma que toda
suposicion es verdadera o es falsa. En matematicas esto significa
gque toda supuesta incorporaciéon de un sistema a otro, satisfechas
ciertas condiciones dadas, se puede realizar por una construccion, o
podemos llegar también, por una construccién, a la detencion del pro-
ceso que conduciria a dicha incorporacion. De esto se sigue que la
cuestion de la validez del principio del tercero excluso es equivalente
a la cuestion de si pueden existir problemas matematicos insolubles
(CW I, p. 109-110)

La cita es muy clara. Brouwer reconoce que toda proposicién matematica P
debe estar correlacionada con su construccién mental C. Asi, afirmar P es
afirmar que se ha realizado la construccion C. Pero si afirmamos =P estamos
afirmando que se ha demostrado, por una construccién mental Ct, que C
no se puede realizar como P. Lo cual no tiene mucho sentido. Ahora bien,
existen casos donde la construccién C no ha sido realizada (demostrada con-
structivamente) y queda indeterminada. Por ejemplo, una oraciéon como (1)
Aquiles es un hombre fuerte, tiene una demostracién (informal) que apela a
las definiciones contenidas en los libros de La lliada. Sin embargo, la oracion,
(2) Aquiles tiene un namero primo de lunares o no lo tiene, no tiene modo al-
guno de ser afirmada o negada. Si consideramos a (2) como una instancia de
A v -A, entonces (2) o bien es verdadera o bien es falsa. Sila consideramos
como verdadera, no se gana mucho, pues la informacién del nimero de los
lunares de Aquiles no se obtuvo por medio de una prueba o demostracion.
Un ejemplo mas formal se puede encontrar en el articulo antes referido, La
no fiabilidad de los principios I6gicos, donde Brouwer cita como ejemplo la
expansion decimal de 11 y la posiciéon donde cierto nimero de digitos consec-
utivos sean iguales a ceros. En resumen, lo ejemplos anteriores evidencian
que la incompatibilidad entre dos construcciones matematicas demuestra la
imposibilidad de subsumir un sistema (matematico) de objetos en otro siste-
ma (matematico).

El concepto de negacién en Heyting. Este alumno de Brouwer es, quizd, el
ejemplo mas claro de la aplicacién de la artilleria fenomenolégica a un ambi-
ente l6gico-matemético. En efecto, en cierto periodo de su produccion cienti-
fica, Heyting utilizd una terminologia fenomenoldgica para expresar la inter-
pretacion intuicionista de las constantes légicas. La interpretacion de Heyting
de las condiciones para demostrar?” enunciados con constantes logicas tiene

27.- Hay que entender que se trata de una demostracion intuitiva e informal. Para ser
mas explicitos: una prueba clésica obtiene su fuerza epistémica debido a la naturale-
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dos fuentes tedricas: por un lado, algunos resultados del trabajo Brouwer,
especificamente la idea de que las demostraciones son un tipo de construc-
cion (Legris, 2008, p. 80 y ss.) y, por otro lado, algunas conclusiones de las
Investigaciones légicas de Edmund Husserl, particularmente la cuarta y sexta
investigaciones.?®La prueba de esto se encuentra en su texto, Die intuitionis-
tische Grundlegung der Mathematik (1931) —contribucién presentada en el
simposio sobre metodologia de las ciencias formales realizado en Konigs-
berg en septiembre de 1930—. En dicho ensayo, Heyting analiza los con-
ceptos de enunciado, proposicion y verdad a contraluz de las meditaciones
fenomenoldgicas de Husserl. Cabe apuntar que la intencion de Heyting era
explorar el significado de las constantes I6gicas dentro de un marco donde
se especifique la nocion de prueba, por ello comenzo6 distinguiendo entre un
enunciado (Aussage) y una proposicion (Satz).

“Una proposicion es la afirmacién de un enunciado” (ein Satz ist die
Behauptung einer Aussage). Un enunciado matematico (mathema-
tische Aussage) expresa una cierta expectativa (bestimmte Erwar-
tung). Por ejemplo, el enunciado “la constante de Euler C es racional”
expresa la expectativa de que podamos encontrar dos enteros ay b
tales que C=a/b. Tal vez la palabra “intencion” (Intention), acufiada
por los fenomendlogos, exprese alin mejor lo que aqui se quiere de-
cir por expectativa. También uso la palabra “enunciado” (Aussage)
para la intencion que es expresada linglisticamente mediante la
declaracion. La intencion, como ya enfatizé anteriormente, se refiere
no solo a un estado de cosas (Sachverhalt) existente de manera inde-
pendiente de nosotros, sino a una vivencia (Erlebnis) pensada como
posible, como se desprende del ejemplo anterior” (1931, p. 113).

En la cita se enuncian varios conceptos que debemos rescatar. En primer
lugar, la dupla intencién-expectativa, la nocién de estados de cosas Yy final-
mente el concepto de vivencia (intencional). Comienzo mi andlisis por este
ultimo concepto. Siguiendo a Husserl, Heyting concibe a las vivencias inten-
cionales como aquellas “construcciones que hace el sujeto de conocimiento,
de modo que no se hace referencia a una realidad matematica independiente
del sujeto.” (Legris, 2008, p. 81). En efecto, Heyting retoma la nota esen-
cial de una vivencia intencional, a saber, su referencia objetiva, el modo de
referirse a algo (como el juzgar, el imaginar, el percibir, etc.)?® Siguiendo este
za convincente de los pasos de inferencia por los que se forma. En el caso de una
construccion intuicionista esta se cifie a la realizacién de la intencion expresada en
términos del como se construyd, es decir, de la naturaleza de los pasos tomados en la
construccion (Prawitz, 2012, p. 46 y ss.)

28.- Hay que aclarar que la influencia de Husserl sobre Heyting esta mediada por
Oskar Becker, en especial por su libro Mathematische Existenz (1927). “[...] lo que
al parecer si sabemos es que Heyting, al dar las interpretaciones intuicionistas de
las nociones ldgicas bésicas, fue influenciado por Husserl a través de Oskar Becker”
(Martin Lof, 1987, p. 415).

29.- “No importa lo que se cuenta, sino el proceso de contar mismo. La actividad
mental, es esencial [...]Tan pronto como los numerales fueron introducidos, la gente
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apunte, resulta que para Heyting las matematicas son el correlato objetivo
de las construcciones mentales hechas por un sujeto racional. “Cada prop-
osicion matemética debe ser una afirmacion acerca de las construcciones
mentales” (1974, p. 87). Dicho con mayor exactitud, el objeto intencional al
cual se refiere un enunciado o proposicion matematica es el significado de
ese enunciado, en este caso, las construcciones mentales. El cumplimiento
intuitivo consistiria en saber si esa construccion constituye una demostracion
o prueba del enunciado de un determinado estado de cosas en tanto correla-
to intencional de dicho enunciado. Veamos esto con un poco més de detalle.

Es importante destacar que cuando se habla de la verdad de una proposicion
esta se explica como el conocimiento de la prueba que satisface una prop-
osicién verdadera (S sabe que P se “transforma” en S conoce una prueba de
P o, dicho de otro modo: P es verdadera se “transforma” en existe una prueba
para P.*° Es factible decir que para Heyting una proposicién es la intencién de
una prueba, pues las pruebas son, finalmente, construcciones. Es asi que se
entiende porgque para Heyting la afirmacion de un enunciado es correlato del
cumplimiento de la intencion efectuando una construccion, tal como se pre-
tende en el enunciado. La intencion expresada por una proposiciéon se cum-
ple exactamente si conocemos una construccion mateméatica que demuestre
gue las cosas son lo que la intencion dice que son® (van Atten, 2015, 87). Es
la forma en la que la proposicion intencionada se cumple. También se podria
pensar que una declaracion matematica es la expresion de un problema. Asi,
la intencion expresada por la declaracion se cumple si resuelve el problema.
Dicho brevemente mientras Husserl habla de intencion y cumplimiento, Heyt-
ing habla de significado y demostracion (prueba), respectivamente:

La afirmacién de un enunciado significa el cumplimiento de la in-
tencién. Por ejemplo, la proposicién “C es racional” significa que se
han encontrado los enteros deseados [...] La afirmacion de un enun-
ciado no es méas un enunciado, sino la comprobacion (Feststellung)
de un hecho empirico, a saber, el cumplimiento de la intencion expre-
sada por el enunciado (Heyting 1931, p. 113).

ha aprendido a abstraer del contenido de las percepciones que son aisladas y consid-
erarlos como entidades puras” (1974, p. 81).

30.- Per Martin-L6f, a quien mencioné anteriormente, presenta una interpretacion
intuicionista del concepto de prueba y construccion en términos puramente husserlia-
nos. La comparacion queda del siguiente modo: Acto- Aprehensién/captacion; objeto
del acto-Prueba y contenido del acto-lo probado. Cf. (1985) y (1987).

31.- He aqui una prueba. “Considérese una solucién al problema P. Tal construccion
también serviria para probar la proposicion A, porque A, expresa una intencion hacia
una construcciéon que es una solucion de P. Pero entonces la construccion también
debe ser una solucion al problema P, porque estos son las construcciones inten-
didas por A,. Por otro lado, consideremos una solucion de P,.. Esta solucion debe
servir para cumplir la intencion expresada por A,, pero mediante la explicacion de A,
las construcciones que sirven para cumplir esta intencién son precisamente las solu-
ciones del problema P” (Sundholm, 1983, p. 159).
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En este contexto se hace la distincién entre construcciones posibles y con-
strucciones realizadas. “Estas Ultimas son las auténticas demostraciones, que
son vistas a la vez, y manera indistinguible, como el proceso de demostrary el
resultado de ese proceso. Las demostraciones son entidades gnoseoldgicas,
mientras que las construcciones son entidades semanticas” (Legris, 2008,
p. 82). Resumiré lo hasta ahora dicho: (i). Una proposicion matemética se
prueba realizando una determinada construccion que debe satisfacer ciertas
propiedades (en el ejemplo de Heyting: “la constante de Euler es racional”,
el objeto determinado serian un par de nimero enteros); (ii). El significado
de una proposicion se explica en términos de qué construcciones deben re-
alizarse para probar la proposicion, y (iii). La afirmacion de una proposicion
no es en si misma una (u “otra”) proposicion (Sundholm, 1983, p. 161).

Ahora bien, Heyting toma nota del hecho de que la decepcién (y no el mero
no-cumplimiento) de una intencién, en el sentido fenomenolégico de Husserl
(y Becker),* parece describir bien el concepto de negacion disefiado por la
I6gica intuicionista. Heyting piensa que este tipo de emplazamientos superan
el viejo prejuicio de la Iogica tradicional de asumir que los juicios o bien son
una aceptacion o bien un rechazo. Para Heyting, la negacion es una asuncion
como la conviccidn positiva, pero de signo opuesto. Por eso es que se le con-
sidera un juicio. En otras palabras, la negacion de un enunciado significa la
intencién cognoscitiva de un conflicto (Widerstreit) vinculado con la intencion
gue el enunciado negado significa en una suerte de evidencia negativa:

Una funcién légica es un proceso (Verfahren) para formar un enun-
ciado diferente de un enunciado dado. La negacién es tal funcion;
Becker, siguiendo a Husserl, ha descrito su significado muy clara-
mente. Para él, la negacion es algo absolutamente positivo, a sa-
ber, la intencién de un conflicto ligado con la intencion originaria
(urspriinglichen Intention). El enunciado “C no es racional” significa,
también, la expectativa de que se puede derivar (herleiten) una con-
tradiccion (Widerspruch) a partir del supuesto de que C es racional.
Es importante anotar que la negacién de un enunciado siempre hace
referencia a un procedimiento demostrativo (Beweisverfahren) que
conduce a una contradiccion, incluso si en el enunciado original no
se menciona ningun procedimiento demostrativo (Heyting, 1931, p.
113).

Como se puede observar, en Heyting la negacién, en tanto conocimiento del
conflicto, implica dos fases: primero, la intencién del estado de cosas y, se-

32.- Dicho sea de paso, para Becker la negacion no indica simplemente la mera
privacion del cumplimiento, sino un hecho descriptivo nuevo. Becker repite la idea
husserliana de cumplimiento parcial (Hua Xl, §7) o “cumplimiento mas débil”, y afiade
la distincion entre el ““no cumplimiento” y la frustracion, lo que lleva, a su vez a distin-
guir entre dos tipos de negacion, a saber, entre la negacién como no afirmacién del
enunciado y la negacion como afirmacion de que el enunciado lleva a contradiccion
(entre no afirmar p y afirmar que no p). El no cumplimiento tiene un sentido negativo (o
“privativo”) a diferencia de la frustracion, que es positiva” (Legris, 2008, p. 84).
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gundo, la decepcién de esta intencion en el estado de cosas. Si tomamos en
cuenta la anterior categorizacién matematica se obtiene un notable paralelo
con la categorizacién dada por Husserl. Asi, un juicio matematico P puede
ser:

1. Cumplido.
2. Frustrado/Decepcionado.

3. Nicumplido ni frustrado ni tenemos un método que conduzca al cum-
plimiento o la frustracion de P.

Lo que Heyting argumenta aqui es que las intenciones de significado
matematico también pueden tener cumplimientos de significado correspon-
dientes (Tieszen,2008, p.91 y ss.) ¢ Esto qué quiere decir? Basicamente lo
gue se quiere decir es que una vez que se haya cumplido o frustrado un juicio
matematico, este debe considerarse como cumplido o frustrado para todos
los momentos posteriores en un tipo “idealizacién” de la que también forma
parte la prueba matematica, pero que no esta involucrada en la confirmacion
empirica. En efecto, el enunciado subjetivo del tercero excluido, en particu-
lar, nos dice que todo juicio puede ser llevado a una adecuacion positiva o
negativa.

En resumen de lo anterior se derivan las siguientes explicaciones del signifi-
cado de las constantes légicas (en légica proposicional) (van Atten, 2015, p.
87):

Conjuncion: la intencién expresada por p A g es cumplida cuando p y g son
cumplidas.

Disyuncién: p v ~q, se cumple cuando, al menos, uno de los dos, p 0 g, se
cumple.

Implicacién: p - g, se cumple cuando el sujeto tiene una construccion que
transforma cualquier construccién (prueba) de p en una construccién (prue-
ba) de q.

Negacidn: p se cumple cuando el sujeto tiene una construccion que transfor-
ma cualquier prueba de p en la prueba de una contradiccion.

Finalmente, ademas de los vinculos ya mencionados ¢,qué otros aspectos
acercan a Heyting al proyecto husserliano? En primer lugar, en Ldgica formal
y légica trascendental, Husserl sefiala que toda proposicion puede ser lleva-
da a la evidencia de la claridad, al ser confrontada con los estados de cosas.
A esto Heyting lo llama una prueba por construccién (Heyting, 1930, p. 959).
Segundo. Para Husserl la claridad que se alcanza por medio de la eviden-
cia no es Unicamente verdadera mientras dure la actividad sintético-catego-
rial actual, es verdadera en todo momento. A esto Heyting lo nombra como
cumplimiento perpetuo o, simple y llanamente, “teorema”. Asi, cada teorema
matematico es la expresion de un resultado de una construccién exitosa que
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se valida a si misma de manera universal y de una vez por todas. Tercero.
Para Husserl la tarea de la légica es describir como alcanzamos la verdad.
Para Heyting la tarea de la légica es la de edificar construcciones mas sim-
ples por medio de las constantes I6gicas. Cuarto. Para Husserl la légica tiene
un valor preponderante en buena parte de su obra. Del mismo modo, Heyt-
ing sefiala que “La loégica no es el fundamento de las matematicas, por el
contrario, es conceptualmente una parte complicada y sofisticada de ellas”
(1974, p. 87).

Conclusiones criticas

Al igual que la fenomenologia, el intuicionismo estudia las propiedades esen-
ciales y estructurales de la conciencia. Tanto Brouwer como Husser! (incluido
Heyting) se interesaron por la “arquitectura interna” de la conciencia y por
las preguntas originarias sobre las construcciones matematicas. Asimismo,
la fenomenologia y el intuicionismo reconocen que la nocién fundamental
de sujeto no es psicoldgica, sino trascendental. En los casos particulares de
Brouwer y Heyting no se presupone la construccion del mundo, antes bien la
constitucién de lo mundano presupone lo matematico. Por otro lado, Brou-
wer y Husserl estan interesados en las posibilidades esenciales que tiene
el sujeto y su relacién con los objetos ideales, las posibilidades ideales, las
necesidades ideales y la comunidad idealmente posible (van Atten, 2017, p.
286-290). Eso sin contar el desarrollo sobre la estructura de la conciencia
interna del tiempo.

Con base en lo anterior, se puede afirmar que entre Husserl, Brouwer y Heyt-
ing existen importantes convergencias que permiten el pasaje tedrico de una
postura a otra. Sin embargo, apoyar al intuicionismo a través de la fenom-
enologia exige una serie de modificaciones que no deben pasarse por alto.
Mencionaré algunas de ellas sin entrar en detalle. Por un lado, mientras que
la fenomenologia sostiene que la evidencia es una garantia de la verdad, en
el intuicionismo la evidencia se convierte en un criterio revisable (sin ser por
ello un criterio adecuado de verdad). Ademas, en fenomenologia se habla de
grados de evidencia con respecto a un mismo objeto (la “x determinable”),
algo que en el intuicionismo dificilmente podria ser aceptado. (Franchella,
2007, p. 13 y ss.) Lo anterior deriva en otro problema. En el caso particular
de la negacion no es totalmente claro que exista una construccion que cor-
responda al objeto de la intencién que no es completada, esto significa que
no existe un correlato objetivo a los juicios negativos. Asi, contrario a lo que
ocurre en los juicios positivos, un estado de cosas negativo nunca puede ser
“traducido” de la realidad.
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