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RESUMEN

Actualmente, las matematicas aportan herramientas y modelos matematicos de
ecuaciones diferenciales como apoyo a estudios especificos de investigacion, que tienen
los alumnos al acceder al primer curso de Matematicas en la Universidad. En relacion con
ello se analiza la normativa de las pruebas de acceso, el tratamiento que se da a los
sistemas en algunos libros de texto, y las consecuencias que pueden derivarse del uso de
esos esquemas. Se plantea una investigacion “de desarrollo” como novedad metodoldgica
llevandose a cabo mediante un estudio de casos cruzado profesores, asignaturas y
estrategias. Se describen las bases, procedimiento y valoraciones del alumnado tras su

aplicacion.

Palabras claves: Ciencias Matematicas, Matrices, determinantes, rango, sistemas,

Cramer
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The foundations of the Mathematical Sciences in the students of the initial process

at the university
ABSTRACT

Currently, mathematics provide tools and mathematical models of differential equations
as support for specific research studies, that students have to access the first course of
Mathematics at the University. In this connection the rules of access tests, the treatment
given to systems in some textbooks, and the consequences that may result from use of
these schemes is analyzed. An investigation "development" is proposed as
methodological innovation taking place through a crossover study cases teachers,
subjects and strategies. Bases, procedures and assessments of students after application

are described.

Keywords: Mathematical Sciences , Matrix, determinants, rank, systems, Cramer.
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1. INTRODUCCION

Los ejercicios matematicos son un tema importante dentro de los contenidos de clases del
bachillerato. Presentan un aspecto verbal, un aspecto algebraico y un aspecto grafico. El
aspecto verbal trata sobre la comprension del enunciado con el que se plantea un
problema. Esta es una de las carencias mas evidentes de los alumnos por la dificultad que
tienen para entender un texto escrito, tener claro lo que se les pregunta, identificar las
incAgnitas y plasmarlo todo en ejercicios algebraicos y sistemas. En el aspecto algebraico,
los alumnos deben saber dilucidar o discutir si un sistema de ecuaciones es posible
resolverlo o no, saber el nimero de soluciones que tiene y saber calcularlas. En cuanto al
aspecto gréafico, en el bachillerato de ciencias se incide en los significados geométricos
de las ecuaciones como rectas y planos, estudiando sus posiciones relativas a través de

los sistemas.

En el de ciencias sociales se analizan las regiones factibles de los ejercicios de
programacion lineal bidimensional. En este articulo queremos detenernos en contemplar
la manera en que los alumnos de bachillerato aprenden a discutir y resolver los sistemas
de ecuaciones. EI método de Gauss y el posterior analisis de la matriz escalonada que se
obtiene, es sencillo y rapido. Los alumnos de primer curso de la Universidad lo conocen,

sin embargo no es su primera opcidn para resolver un ejercicio.

Ellos tienen interiorizado un esquema mental o conceptual que expondremos. Veremos
las causas que contribuyen a que los alumnos lo tengan como el mejor método de
resolucion de sistemas. En relacion con ello analizaremos la normativa de acceso a la
Universidad, el tratamiento que se da en algunos libros de texto a la discusion y resolucion

de sistemas, y las consecuencias que pueden derivarse del uso del esquema mencionado.

La expresion esquema mental o esquema conceptual hace referencia al término
“conceptimage” introducido en el articulo (Tall y Vinner, 1981), acerca de las
dificultades en el proceso de ensefianza y aprendizaje de limites y continuidad:
Conceptimage (esquema conceptual): son las estructuras cognitivas que un individuo

asocia a un concepto. Cuando se explica un concepto, los alumnos desarrollan un proceso

172



‘Gl} Las bases de las Ciencias Matematicas en los estudiantes del proceso inicial
universitario
Revista Publicando, 3(8). 2016,170-184. ISSN 1390-9304
cognitivo con el que conciben un esquema conceptual. Para ello se basan en un conjunto

de imagenes mentales (formas simbolicas, diagramas o gréaficas) que asocian al concepto.
Pero el conjunto de objetos matematicos, que un alumno considera ejemplos adecuados
para formar esa imagen, puede que no se haya elegido correctamente y pase por alto
matices importante. Esto da lugar a esquemas conceptuales incompletos e inadecuados,

que propician la aparicién de errores de concepto.
2. METODOS

.Para la realzacion de esta investigacion se desarroll6 una revision bibliografica en

relacion con:

a) Motivacion para el aprendizaje de las Matematicas

b) Esquemas mentales y normativos presentes en la ensefianza de las matematicas.

En la segunda etapa de la investigacion se utilizo la técnica de observacién para dos

grupos de alumnos: los del bachillerato de ciencias y de sociales.
3. RESULTADOS
LA MOTIVACION EN EL APRENDIZAJE DE MATEMATICAS

Las teorias cognitivas contemporaneas postulan que nuestro comportamiento esta
influenciado por lo que pensamos. “Pienso” es el factor interno que gobierna la
motivacion en la persona (Ames y Ames 1984). Esta idea central nos puede dar un marco
para estimular a los chicos al aprendizaje de las matematicas. La motivacion esta influida
por nuestros pensamientos. Cuando nos acercamos al tema de la motivacion nos
encontramos distintos conceptos y teorias que lo avalan. Brevemente, destacamos algunos
de ellos. La motivacion de logro: es la que tienen los individuos que estan motivados para
lograr un conjunto de metas y se esfuerzan para lograrlas. Holt (1982) distingue entre
pensadores (tienen una meta, se involucran en el aprendizaje y aceptan todo el reto que
conlleve) y productores (sélo les interesa llegar a la solucion correcta). DeCharms (1984)
sefiala que una estrategia significativa para el desarrollo de la motivacion seria que en la
escuela se haga hincapié en la motivacion de logro, bien mediante programas establecidos

0 programas disefiados para este objeto o bien incorporando actividades dentro de las
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disciplinas. Teoria de la atribucion: desarrollada por Weiner (1986), trata de examinar las

atribuciones que los estudiantes dan al éxito y al fracaso. Teoria de evaluacién cognitiva:
en esa teoria es central que los individuos busquen un cambio de competencia y
autonomia. En ella se subraya que la motivacién intrinseca aumenta segun la relacién

establecida entre profesor/a y alumno/a.

Teorias socio-culturales: en estas teorias se pone el énfasis en el contexto sensitivo,
como componente del sistema que constituyen las emociones y motivacién de la persona,
y que esta en continua evolucion en relacion a los cambios del contexto social. Los
procesos de valoracién y de interpretacion de los estudiantes que provocan sus afectos y
motivacion hacia el aprendizaje, estan ligados al contexto de aula. Por ejemplo, la
presencia del profesor, como les mira, los materiales que les proporciona, etc. son objeto
de interpretacion y valoracion, su significado esté vinculado a la base de conocimientos
y creencias que tiene el alumno como bagaje. En general, es necesaria una mayor
discusion acerca del hecho de que el contexto social a diferentes niveles determina el
desarrollo y la naturaleza de los conocimientos, las creencias y motivacion del estudiante
(Volet, 2001). Por ejemplo, las diferentes categorias de creencias acerca del aprendizaje
matematico y la resolucién de problemas no soélo estan determinados por el contexto de
aula, sino que son también factores de influencia la forma de desarrollar las clases y las
actividades en las que participa, la cultura familiar, las creencias que sostienen sus padres

hacia la matematica, las ideas sociales acerca de la matematica, etc.
z,COMO MOTIVAR AL ALUMNO/A?

Muchos autores clasifican la motivacion de distintas formas. La motivacion puede nacer
de una necesidad que se genera de forma espontanea (motivacion interna) o bien puede
ser inducida de forma externa (motivacion externa). La primera, surge sin motivo
aparente, es la mas intensa y duradera. Desde este punto de vista la motivacion se clasifica

en:

- Motivacion Intrinseca, cuando la persona fija su interés por el estudio o trabajo,
demostrando siempre superacion y personalidad en la consecucion de sus fines, sus
aspiraciones y sus metas. Esta definida por el hecho de realizar una actividad por el placer

y la satisfaccidon que uno experimenta mientras aprende, explora o trata de entender algo
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nuevo. La persona explora, tiene una actitud de curiosidad, trabaja por los objetivos de

aprendizaje para aprender.

- Motivacion Extrinseca, cuando el alumno sélo trata de aprender no tanto porque le gusta
la asignatura o carrera sino por las ventajas que ésta ofrece. Contraria a la motivacion
intrinseca, la motivacion extrinseca pertenece a una amplia variedad de conductas las
cuales son medias para llegar a un fin, y no el fin en si mismas. Hay tres tipos: o

Regulacion externa:

La conducta es regulada a través de medios externos tales como premios y castigos. Por
ejemplo: un estudiante puede decir, "estudio la noche antes del examen porque mis padres

me fuerzan a hacerlo". o Regulacién introyectada:

El individuo comienza a internalizar las razones para sus acciones pero esta
internalizacion no es verdaderamente auto determinada, puesto que esta limitada a la
internalizacion de pasadas contingencias externas. Por ejemplo: "estudiaré para este

examen porque el examen anterior lo suspendi por no estudiar”. O

Identificacion: Es la medida en que la conducta es juzgada importante para el individuo,
especialmente lo que percibe como escogido por él mismo, entonces la internalizacién de
motivos extrinsecos se regula a través de identificacion. Por ejemplo: "decidi estudiar
anoche porque es algo importante para mi". Nuestra propuesta es desarrollar la
motivacion intrinseca de los estudiantes. Por tanto, en este apartado presentaremos

algunas estrategias y técnicas que pueden favorecerlo:

a) Ayudar a los estudiantes a vivir experiencias de éxito en el aprendizaje matematico: 1.
Ayudar a generar conocimiento matematico. Para ello es importante trabajar procesos de
pensamiento matematico. Generar conocimiento involucra hacer inferencias y aplicacion
de ideas, pero también la autorregulacién de los procesos de pensamientos. Para una
orientacion en estos aspectos se puede consultar el libro Matematica emocional en la

editorial Narcea de esta autora.

2. Ensefianza de estrategias para la comprension de ideas y resolucién de problemas; una

estrategia es la visualizacion. Esto involucra usar imagenes mentales en el pensamiento.
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Un instrumento interesante es el desarrollo de juegos de estrategias para la ensefianza de

heuristicas de resolucion de problemas (Mason, y otros (1988), Guzman (1994 y 1995),
Gbmez-Chacon (1992)).

b) Ayudar a los estudiantes a internalizar metas de aprendizaje:

1. Usar el aprendizaje cooperativo. Resefiamos algunos materiales utiles como son: la
carpeta de materiales de secundaria Algebra en Secundaria. Trabajo cooperativo en
Matematicas de P. Gavilan editada por Narcea; en ella se presenta una propuesta
metodoldgica de trabajo cooperativo, aplicada a los contenidos curriculares de Algebra,
con atencion a la educacion en valores y a la diversidad del alumnado. Incluye
fundamentos teoricos, orientaciones practicas para la organizacion del aula, y abundante
material practico para aprender Algebra cooperativamente. Y la carpeta de materiales
Mateméticas en la Red. Internet en el aula de Secundaria, de Gémez Chacon, I. M2,;
Figueiras, L. y Marin, M. editada por Narcea, que contiene una orientacion tedrica y
practica para el uso didactico de Internet, a través de Unidades Didacticas y experiencias
telematicas, con actividades que atienden a la diversidad desde un enfoque de
colaboracién. En esta carpeta se contempla la motivacion y desmotivacion del alumnado
ante la tecnologia y se ofrece una amplia informacidn sobre materiales didacticos on-line
para el desarrollo curricular de la asignatura. Permite el trabajo conjunto entre partes
distintas de la Matematica y con otras areas curriculares, para favorecer la vision unitaria

del conocimiento.

2. Enfasis en el valor de las matematicas: ser consciente del papel que desarrolla en la
sociedad, de que es una herramienta para tratar con la vida diaria). Es importante trabajar
Curricula que interrelacionen aspectos de Ciencia, Tecnologia y Sociedad para mejorar
la motivacion de los alumnos. En el apartado siguiente presentaremos un mddulo de
aprendizaje siguiendo el enfoque de Matematica Realista. Este tipo de modelos de
desarrollo del curriculo permite proponer secuenciaciones basadas en los conocimientos
previos del alumnado, en su l6gica o en sus intereses. Una buena referencia bibliografica
es el libro de Garfunkel, S. et al. (Consortium for Mathematics and its Applications)

(1999), Las matematicas en la vida cotidiana (AddisonWesley/Universidad Auténoma de
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Madrid) y VV.AA (1998) Matematicas para nuestro tiempo. Cuadernos de Aula

Secundaria, editado por la Consejeria de Educacion y Deportes de Canarias.

3. Preguntar cuestiones abiertas que ayuden a reflexionar sobre el propio pensamiento, y

en situaciones de resolucion de problemas.

¢) Ayudar a los alumnos y alumnas en la experiencia de autonomia y responsabilidad.

Colaborar a la alfabetizaciéon emocional de los estudiantes en matematicas.

La persona alfabetizada emocionalmente es aquélla que ha desarrollado la inteligencia
emocional y las competencias afectivas y que tiene muy en cuenta los sentimientos y
emociones propias y ajenas. La alfabetizacion emocional engloba habilidades tales como
el control de los impulsos y fobias en relacion a las &reas de conocimiento (lo cual permite
desarrollar la necesaria atencion para que se logre el aprendizaje), la autoconciencia, la
motivacion, el entusiasmo, la perseverancia, la empatia, la agilidad mental, etc. Es decir,
la competencia emocional o afectiva constituye una meta-habilidad que determina el
grado de destreza que alcanzaremos en el dominio de todas nuestras facultades. De cara
al desarrollo de competencias emocionales de los estudiantes en matematicas nos parece

importante centrarnos en las siguientes areas de competencia:

» Autoconsciencia: reconocimiento de reacciones emocionales y sentimientos,

temperamento y estilo de aprendizaje.
* Autorregulacion: control de los impulsos, organizacion y utilizacion

» Ansiedad: modificar la conducta neurotica (ansiedad) caracterizada por un miedo
excesivo a cometer faltas, un panico importante cuando falla la memoria y una ignorancia
sobre cémo persistir en la resolucion de problemas. Al ser una conducta neurética se
asocia a una disminucién en el grado de atencion, a la interferencia en la recogida de

informacidn desde la memoria y a una menor eficacia en el razonamiento.

* Relaciones o interacciones: habilidades sociales, trabajo en equipo y toma de decisiones.
Ayudar a los estudiantes a ser consciente de su propia dinamica de aprendizaje es
incrementar su competencia emocional y dar apoyo al desarrollo de autonomia y

responsabilidad. De acuerdo con este proceso hemos establecido una serie de objetivos y
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fases, tanto para profesores como para estudiantes, en el programa de actuacion didactica

que hemos realizado (Gomez-Chacén, 2000).
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Esquema mental y normativa

Sea cual sea la procedencia de los alumnos hemos observado que la mayoria de ellos ha
interiorizado el siguiente esquema para la resolucion de sistemas de tres ecuaciones con

tres incognitas.

Tablal. Esquema de los alumnos para la resolucién de sistemas de tres ecuaciones con tres incognitas.

1. Si no hay parametros, se calcula el determinante de la matriz de los coeficientes
aplicando la regla de Sarrus. Si es distinto de cero, el sistema se resuelve usando la regla

de Cramer.

Si es cero, se prescinden de una o dos ecuaciones y se resuelven una o dos incégnitas en

funcién del resto.

2. Si hay parametros, sus valores se obtienen igualando a cero el determinante de la matriz

de los coeficientes y para estos valores se resuelve el sistema como en el paso anterior.

En el bachillerato de Ciencias la asignatura Matematicas recoge el estudio de matrices,
determinantes, rango y sistemas de ecuaciones. Las orientaciones para las pruebas de
acceso a la Universidad incluyen “saber clasificar un sistema de ecuaciones lineales con
no mas de tres incognitas y que dependa, como mucho, de un pardmetro y, en su caso,

resolverlo”.

Se supone que en esas pruebas se exigen contenidos minimos, y los alumnos deberian ser
capaces de discutir y resolver sistemas de todo tipo. Pero la necesidad de obtener una nota
alta para acceder a los estudios preferidos, y la escasez de tiempo, propicia que los
profesores se apliquen en resolver los modelos de ejercicios que se preguntan en esas
pruebas. El esquema de la tabla 1 funciona bien para los sistemas de tres ecuaciones y
tres incognitas. Requiere poco esfuerzo intelectual, resulta facil de memorizar para los
alumnos y es comodo de explicar para los profesores. A los alumnos les funciona bien y

por eso les parece innecesario recordar y aplicar otra técnica.

En el bachillerato de Ciencias Sociales los contenidos de algebra lineal se reparten entre
las Mateméticas | y I1. En la primera se ubican los sistemas de ecuaciones lineales y en la
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segunda el algebra matricial y la programacién lineal. Llama la atencion que las

orientaciones para las pruebas de acceso no incluyan la discusion y resolucion de sistemas
de ecuaciones. Estos alumnos solo discuten sistemas en el primer afio y, al no incluirse
en esas pruebas, sus conocimientos acerca de ellos son sensiblemente inferiores a los que
cursan el otro bachillerato, aunque suelen recordar la estructura basica del esquema de la
tabla 1.

Las orientaciones para las pruebas de acceso acerca de los sistemas son demasiado
restrictivas en el primer caso, e inexistentes en el segundo, y tienen su repercusién porque
influye en alumnos y profesores a la hora de insistir mas o menos en un tema, y esto
propicia algunas deficiencias que hemos observado en nuestros alumnos universitarios y

gue se comentaran en la seccion cuatro.
Consecuencias observadas en los alumnos

El esquema de latabla 1 junto con la técnica de “orlar la matriz” son las primeras opciones
de los alumnos de primer curso en la Universidad, para discutir y resolver sistemas de
ecuaciones. Pero su uso requiere de un gran numero de operaciones y propicia la
confusion en la comprensién de algunos conceptos, como el rango o el de parametro, a

los que nos referiremos a continuacion.
Sobre el exceso de operaciones

Uno de los aspectos en que los profesores de Matematicas insistimos a los alumnos es en
economizar en los célculos, para que no se pierdan entre tantas operaciones y prevengan
los errores de tipo operativo. El esquema de la tabla 1 y el método de “orlar” son ejemplos

de lo contrario.

El exceso de operaciones propicia errores con los que los profesores nos mostramos
permisivos, en parte porque asi sucede en las pruebas de acceso. De hecho, a los
correctores de los ejercicios de esas pruebas se nos instruye en que los errores en las
operaciones aritméticas elementales se penalicen con un maximo del 10% de la nota total
del ejercicio. Los alumnos saben de esta permisividad con los errores operativos, y la

importancia del resultado correcto se relativiza apelando a que lo importante es el método.
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Por otro lado, los alumnos realizan las operaciones valiéndose de una calculadora.

Confian ciegamente en ellas para los calculos lo que causa efectos secundarios: no
practican jamas el calculo mental, descuidan las operaciones basicas con papel y lapiz, y
no se preocupan en simplificar previamente las expresiones numéricas. Es especialmente
Ilamativo cuando para operar con fracciones prefieren transformar estas en decimales y
emplear un resultado aproximado antes que uno exacto. Ya sea a mano o con calculadora,
el resultado es un papel atiborrado de calculos, a veces muy desordenado y dificil de

comprender incluso por ellos mismos, lo que propicia nuevos errores operativos.
4. CONCLUSIONES

En bachillerato se explican tres métodos para discutir y resolver sistemas: Gauss, Rouché
- Frébenius y Cramer. EI método mas rapido e intuitivo es el de Gauss. No conlleva mas
operaciones que los otros métodos, y presenta la ventaja de no perder de vista lo que se
hace, al aplicar reiteradamente el método de reduccion. Se explica el primero en los textos
y el primero en las clases. Los alumnos lo entienden y lo aplican para sistemas de todo
tipo. Si hubiese sistemas que no se pudiesen resolver de esa manera seria entendible la

introduccidn de los otros dos métodos en bachillerato pero esto no es asi.

Los alumnos del bachillerato de ciencias tienen ante si una disyuntiva acerca del método
que deben emplear. En este sentido, es decisivo el hecho de que el sistema de ecuaciones
que se pregunta en las pruebas de acceso a la Universidad se resuelva sin problemas
siguiendo los pasos del esquema de la tabla 1 basado en el método de Cramer. Debido a
esto los profesores, que deben exprimir al maximo el tiempo del que disponen, suelen
preferirlo frente a otras técnicas y, finalmente, este es el preferido por muchos alumnos,
incluidos los del bachillerato de ciencias sociales. Una circunstancia relativa a este
método, es la no simplificacion previa de la matriz con las operaciones elementales de
fila: es claro que si se hace se llega a un sistema escalonado cuya resolucion resulta

evidente y vaciaria de sentido al citado método.

La no simplificacién de la matriz se observa también en el método de Rouché - Frobenius.
En este caso es el calculo del rango el que se beneficiaria de ello. Y no sélo el rango: el
propio sistema quedaria casi resuelto. En los textos de bachillerato, cuando se trata de

calcular el rango de una matriz relacionada con un sistema de ecuaciones, se opta por la
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técnica denominada “orlar la matriz”, que puede incrementar innecesariamente el numero

de operaciones. Pero lo peor es que crea confusion en los alumnos sobre el concepto de
rango: parece que es distinto el de una matriz general que el de una que surge de un

sistema de ecuaciones.

En este articulo nos preguntamos el porqué de la pervivencia de distintos métodos para el
calculo de rangos y la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales, y nos cuestionamos
si tanta técnica puede contribuir al enmascaramiento de los conceptos en lugar de
aclararlos. La postura de los autores de este articulo es decidida a favor de utilizar la
misma técnica de simplificacion matricial, ya sea para obtener un rango o para discutir
un sistema de ecuaciones. De hecho, es asi como se hace en primera instancia en los textos

de bachillerato y también en los universitarios.
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