'LIBROS

LA TEORIA PROBABILISTICA
EN ECONOMETRIA (*)

PREFACI1O0

Este estudio s¢ considera como una contribucion a la econome-
tria. Representa un intento de ofrecer una fundamentacion teorica
al analisis de las interrelaciones entre las variables econémicas.
Esta basado en la teoria moderna de la probabilidad e inferencia
estadistica. Dedicaremos unas palabras a justificar tal estudio.

El método de la investigacion econométrica intenta, esencial-
rmente, unir la teoria econémica y las mediciones reales, empleando
la teoria y la técnica de la inferencia estadistica como un puente.
Pero el puente, por su parte, nunca ha estado completamente cons-
truido. Asi, el procedimiento comun ha sido, primero, construir una
teoria econémica que envuelva relaciones funcionales exactas y en-
tonces comparar estas teorias con algunas mediciones reales, y, por
ultimo, “juzgar” cuando la correspondencia es “huena” o “mala™.
El instrumento de la inferencia estadistica se ha introducido en
algun grado para servir de base a tales juicios, asi, por ejemplo, el
calculo de unos pocos errores tipicos y coeficiente de correlacion
multiples. La aplicacién de estos sencillos “estadisticos” se ha con-
siderado legitima mientras, al mismo tiempo, la adopcion de mode-
los definidos de probabilidad ha sido considerada como un crimen
en la investigacién econométrica, una violacién de la naturaleza de
los datos econémicos. Es decir, se ha considerado legitimo emplear
algunos de los instrumentos desarrollados por la teoria estadistica sin
aceptar la verdadera fundamentacién sobre lo que se ha construido
l2 teoria estadistica. Porque ningin instrumento desarrollado por la

(®) La traducciéon ha sido realizada por Gonzalo Arnaiz Villando.
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teoria estadistica tienc significado —excepto, quiza, para propdésitos
descriptivos— sin referirlo a algiin esquema estocastico.

La repugnancia entre los economistas a aceptar modelos proba-
l:ilisticos como base para la investigacién econémica tiene como ori-
gen, al parecer, un concepto muy estrecho de lo que es probabilidad
y variable aleatoria. Creian que los esqucmas probabilisticos se po-
drian aplicar a fenomenos tales como extracciones de loteria o, a
lo mas, a aquellas series de observaciones en donde cada observa-
cién podia considerarsc como una extracciéon independiente de la
misma “poblacién”. Desde este punto de vista se ha argumentado
diciendo, por ejemplo, que muchas series econémicas no se ajusta-
ban al modelo probabilistico “porque las observaciones sucesivas no
son independientes”. Pero no es necesario que las observaciones
sean independientes y que tengan la misma ley de probabilidad
unidimensional. Es suficiente suponer que el conjunto total de las
n observaciones puede considerarse como una observacion de n va-
riables (o punto muestra) con una ley conjunta n dimensional de
probabilidad; la existencia de la misma puede ser meramente hipo-
tética. En este caso podemos contrastar hipdtesis considerando esta
ley de probabilidad conjunta v obtener inferencias por medio de
un punto muestra (en n dimensiones). La moderna teoria estadistica
ha hecho considerables progresos resolviendo tales problemas de
inferencia estadistica.

Asi, si consideramos la investigacién econémica actual —aunque
sea realizada por individuos opuestos al empleo de los esquemas
probabilisticos— encontramos que reposa en ultima instancia sobre
alguna nocién, quizad muy vaga de probabilidad y variable aleatoria.
Ya que cada vez que apliquemos una teoria a los hechos no creemos
—Y no lo esperamos— obtener una coincidencia exacta. Ciertas dis-
crepancias se clasifican como “admisibles”, otras como *practica-
nente imposibles” bajo los supuestos de la teoria. Y el principio
de tal clasificacién es, en si mismo, un esquema teérico, a saber, un
principio en el cual la expresién vaga “pricticamente imposible” o
“casi seguro” se reemplaza por la “probabilidad es casi cero” o la
“probabilidad es casi uno”. .

Esto no es nada mas que una forma conveniente de expresar
opiniones sobre los fenémenos reales. Pero el concepto de probabili-
dad tiene la ventaja de ser “analitico”: podemos deducir nuevas
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afirmaciones por las reglas de la 16gica. Asi, partiendo de un modelo
puramente formal de probabilidad, que envuelve ciertas probabili-
dades, las cuales, por su parte, pueden no tener contrapartida logi-
ca en el mundo real, podemos deducir afirmaciones como la siguien-
te: “la probabilidad de A es casi igual a 1”. Substituyendo algin
fenomeno real por A, y transformando la afirmaciéon “una proba-
bilidad préxima a 17 en “estamos casi seguros que A ocurrira”,
hemos realizado una afirmaciéon acerca de un fenémeno real, la
verdad de la cual habra de constrastarse.

La clase de afirmaciones cientificas que pueden expresarse en
términos prohabilisticos es enorme. En cfecto, esta clase contiene
todas las leyes que pueden formularse. Porque: tales leyes no dicen
mas ni menos que esto: Es casi 1 la probabilidad de que un cierto
suceso ocurra.

Asi aparece una doble justificacion para nuestro intento de dar
una fundamentaciéon probabilistica mas rigurosa a los problemas
de investigacion econémica: Primero, si queremos aplicar la infe-
rencia estadistica a la contrastacion de las hipdtesis de la teoria
econémica, llevara como consecuencia el que la formulacion de
teorias ccondémicas representen hipoétesis estadisticas, es decir, afir-
inaciones —quiza algunas poco precisas— sobre ciertas distribucio-
nes de probabilidad. La crecencia de que' podemos hacer uso de la
inferencia estadistica sin esta ligazon puede hasarse solamente en la
fulta de precision al formular los problemas. Segundo, como hemos
indicado anteriormente, no hay falta de generalidad al elegir tal
teoria. Trataremos de demostrar que es provechoso y util.

Los principios generales de inferencia estadistica introducidos
en este estudio estan hasados en la teoria de contrastacién de hipd-
tesis estadistica de Neyman-Pearson.

El capitulo I contiene una discusién general de la relacién en-
tre los modelos abstractos y la realidad econémica.

* El capitulo II se refiere al problema de establecer “relaciones
constantes en el campo de la economia y al grado de invarianza de
las relaciones cconoinicas respecto ciertos cambios en la estructura”.

En el capitulo III discutimos la naturaleza de los modelos esto-
casticos y su aplicabilidad a los dagos econémicos.

En el capitulo IV se demuestra que un sistema hipotético de
relaciones econémicas puede transformarse en una afirmacion sobre
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la ley de distribucién conjunta de las variables econémicas que
envuelve, y que, por lo tanto, un sistema de este tipo puede consi-
derarse como una hipdtesis estadistica en el sentido de Neyman-
Pearson. Una breve exposicién de la teoria de Neyman-Pearson, de
la contrastacion de hipétesis estadistica y estimacién, se da al co-
mienzo del capitulo.

El capitulo V se reficrc al problema de estimacién siguiente:
Dado un sistema de ecuaciones estocasticas, que comprende cierto
numero de parametros, tales que el sistema actualmente se satisface
por datos econémicos cuando se elige un cierto conjunto de valo-
res de los parametros, ;se satisface el sistema para otros valores de
los parametros? Si esto sucediese no se podria obtener una estima-
cién unica de los parametros a partir de los datos (esto es, en el
caso de relaciones lineales, el problema muy conocido de la multi-
colinearidad). Se dan en el mismo reglas matematicas para investi-
gar tales situaciones.

El capitulo VI contiene una corta descripcion de los problemas
de predicciones. Se presentan algunos eje'mplos para aclarar algu-
nos puntos esenciales.

La idea de comenzar este estudio s¢ me ocurrié durante mis tra-
bajos como adjunto del profcsor Ragnar Frisch en el Instituto de
Fconomia de Oslo. El lector encontrara en él muchas ideas de
Frisch, ¢ indirectamente su influencia puede encontrarse en la for-
mulacion de problemas y en los métodos adoptados. Estoy vivamen-
te agradecido a su guia y constante animo, asi como su paciente
ensefianza e interés por mi trabajo.-

El analisis aqui presentado se realizé con detalle durante mis
periodos de estudio de los Estados Unidos, fué publicado en mimeo- -
grafia en Harvard en 1941. Doy las mas sinceras gracias al profe-
‘sor Abraham Wald, de la Universidad de Columbia, por las nume-
rosas sugestiones y por la ayuda en muchos puntos durante la pre-
paracién del manuscrito. De su conocimiento tunico, de la moderna
teoria cstadistica y las matematicas generales, he obtenido mucho
provecho. Muchas de las secciones estadisticas de este estudio se
han formulado, y otras se han reformulado después de haberlas dis.
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cutido con él. El lector puede consultar, en relacién con el presente
analisis, un estudio del profesor Wald y Dr. H. B. Mann “On the
Statistical Trcatment of Linecar Stochastic Difference Equations”.
Econométrica, vol. II, julio-octubre 1943, pag. 173-220. En este ar-
ticulo se encuentra un tratamiento estadistico mas explicito de los
problemas que en el estudio presente he mencionado solamente en
términos generales.

Debo expresar mi reconocimiento y deuda con el profesor Jacob
Marschak, director de investigacion de la Cowles Commission, por
sus conversaciones estimulantes a este especto. Quiero, ademas, ex-
presar mi gratitud al profesor Joseph A. Schumpeter y Edwin
B. Wilson, de la Universidad de Harvard, por la lectura de parte del
manuscrito original y por criticas que he recogido en la presente
formulacién. Igualmente estoy en deuda con Mr. Leonid Hurwicz,
de- la Cowles Commission, y con Miss Edith Elbogen, del National
Bureau of Economic Research, por la I¢ctura del manuscrito y sus

.

comentarios valiosos.
Por otra parte, el autor se hace responsable de cualquier error

o falta.
Nueva York, junio de 1944.
Trygve Haavelmo
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CAPITULO I '

MODELOS ABSTRACTOS Y REALIDAD

1.°—Introduccion

Los modelos teéricos son instrumentos necesarios en nuestro in-
tento de entender y explicar sucesos de la vida real. En realidad,
una sencilla descripcion y clasificacion del fenémeno real proba-
blemente no sera posible o realizable sin contemplar la realidad a
través del funcionamiento de algin esquema concebido a priori.

Con estos modelos tedricos sacamos conclusiones del siguiente
tipo: “si A es cierto; entonces B es cierto”. Podremos también de-
cidir cuando una afirmacion o eslabon de la teoria es exacta o falsa,
es decir, cuando viola o no los requisitos de’consistencia intima de
nuestro modelo. En tanto permanezcamos en ¢l mundo de la abs-
“traccion y simplificacién no hay un limite a lo que se quiera demos-
trar o rechazar; o, como ha dicho Pareto, “No hay proposicion que
no se pueda considerar verdadera bajo ciertas condiciones a deter-
minar (1).” Nuestra vigilancia contra especulaciones futiles consiste
en requerir que los resultados de nuestras consideraciones teédricas
pueden compararse con algunos fenémenos del mundo real. Esto,
por otra parte, no indica que todo resultado tedrico, por ejemplo
los de la matematica pura, deban tener una aplicacidén practica in-
mmediata. Una gran parte de la investigacion en teoria pura consiste
cn deducir afirmaciones rigurosas, las cuales no siempre han de
tcner una aplicacién directa sobre los hechos. Estos, sin embargo,
pueden ayudar a consolidar y desarrollar las técnicas e instrumentos
del analisis y asi aumentar nuestro poder para atacar los prohlemas
de la realidad.

Cuando Jas afirmaciones deducidas de un modelo teorico se apli-
can a la realidad, el problema de “cierto” o “falso” es mas ambiguo.
Los hechos corrientemente diferiran, en muchos aspectos, con cual-
quier afirmacién aprioristica y exacta, deducida de un modelo tes-

(1) Manual de Economia Politica, segunda edicién, pagina 9.
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rico. En otras palabras, los modelos exactos son falsos en relacién
con los hechos considerados. ;Cémo podremos emplear modelos
que implican afirmaciones falsas? Es corriente responder a esta
pregunta diciendo que,-como los modeclos abstractos nunca se co-
rrcsponden exactamente con los hechos, *debemos de contentarnos
‘con que las discrepancias no sean muy grandes, o sea que haya
“bastante buen acuerdo”, etc. Pero posteriormente veremos que. tal
punto de vista es insostenible, ya que entonces es evidente que ien-
driamos que tcner una regla para decidiv de antemano cuindo
nuestras afirmaciones a priori son ciertas. Esto es, tales reglas
‘formarian parte de nuestros modelos. Nuestros modelos asi des-
arollados darian lugar a afirmaciones imprecisas que, cuando se
aplican a los hechos, serian verdaderas o falsas.

Sin embargo, sea cual fuere la teoria, no puede ser cierta respec-
to a un cierto conjunto de hechos si implica una afirmacién falsa
sobre los mismos. Nos encontrariamos que es practicamente imposi-
ble mantener cualquier teoria que implicase una afirmacién no
trivial respecto a ciertos hechos a causa de que mas pronto o mas
tarde los hechos contradecirian cualquiera de tales afirmaciones.
Por lo tanto, no sélo tendremos que conformarnos con afirmaciones
mucho menos, precisas que las que corrientemente se dan en un
modelo exacto, sino que tendriamos que adoptar un tipo especial
de modelo, a saber, modelos que permitan afirmaciones que no le-
ven en si nada implicito, sino que tengan una cierta probabilidad
de ser ciertas. Esto llevaria a una formulacién probabilistica de las
lteorias que se intentan aplicar.

Expresiones como éstas, “la teoria es casi cierta”, no tienen sen-
tido si no se especifican de alguna forma andloga a como lo hemos
hecho nosotros. Por lo tanto, cuando decimos que una teoria “exac-
ta” es “casi cierta” queremos indicar que esta teoria, aunque sea
falsa, en la practica puédc reemplazar otro modelo, el cual, prime-
ramente daria lugar a afirmaciones mas generales, y, segundo, per-
mitirfa que estas afirmaciones amplias fuesen falsas “en raras oca-
siones”.

De esta forma, el problema de cuando un modelo teérico es
“casi cierp” es realmente el mismo probhlema que saber cuando al-
gun otro modelo mas general es cierto respecto a los hechos, o al
menos no los contradice. Es con modelos de este 1iltimo tipo con los
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gue vamos a tener relacion cuando tratemos de contrastar las teo-
rias respecto los hechos. Como ya se ha dicho, veremos que esto
conduce a adoptar una formulacién probabilistica de las teorias a
aplicar. ’ .

Estas direcciones se aplican, mas o menos, a todos los tipos de
la teoria econémica, bhien sean formulados cuantitativamente‘o no.
Pero nosotros no dirigiremos nuestra tcoria hacia este amplio cam-
po. A continuacion nos ocuparemos de una clase muy importante
de teorias econdémicas, exactamente aquéllas en las que el modelo
tedrico consiste en un sistema dec ecuaciones {ordinarias o funcio-
nales) entre ciertas variables econémicas. Se pueden hacer unas
pocas observaciones en cuanto al sentido comun de este tipo de
teoria econdmica.

En términos amplios, podremos clasificar tales relaciones econoé-
micas cuantitativas en tres grupos:

I. Definiciones que son identidades.
11. Relaciones técnicas.

III. Relaciones que describen acciones econdémicas.

Un ejemplo del primer grupo se puede dar por la siguiente rela-
cién: Gasto total = precio multiplicado por la cantidad comprada.
Salida total = salida por trabajador multiplicado por el nimero de
los mismos, y “relaciones analogas de contabilidad”. Al segundo
grupo pertenccen las funciones de produccion técnica y otras res-
tricciones naturales o institucionales, las que corrientemente se con-
sideran como datos en la planificacion econémica. En el tercer gru-
po encontramos la amplia clase de las relaciones que describen el
comportamiento de los individuos o unidades colectivas en su acti-
vidad econémica, sus decisiones de producir y consumir,

En tales relaciones aparecen dos clases de cantidades, a saber:
las variables bajo investigacion y los parametros introducidos en el
proceso de analisis (los términos variables y parametros son relati-
vos al problema particular que se trata, no pueden deifinirse
en ningun sentido abhsoluto). En las relaciones del tipo I, los
parametros se dan por definicién, mientras en las relaciones del
tipo II los parametros estidn a nuestra disposicion para adaptar tales
relaciones hipotéticas a un conjunto de variables econémicas. Des-
de el punto de vista de la teoria econémica esta distinciéon se aplica
cspecialmente a las relaciones del tipo III. Se aplican quiza menos
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a las del tipo II; la eleccion de la forma en las relaciones técnicas
puede considerarse como tareas de otras ciencias.

Consideremos en particular las relaciones del tipo III. Con cer-
teza sabemos que las decisiones de consumir, invertir, etc., depen-
den de un gran numero de factores, muchos de los cuales no pueden
expresarse en forma cuantitativa. ;Para qué entonces vamos a in-
tentar asociar tal comportamiento con solamente un limitado con-
junto de fenémenos medibles, los cuales no pueden dar mas que
un cuadro incompleto del “ambiente™ o “atmoésfera™ en la cual las
decisiones y planificaciones econémicas tienen lugar? Antes de nada
diremos que las “explicaciones” de esta clase se realizan solamente
para fenomenos que tienen una naturaleza cuantitativa, tales como
precios, valores y volamenes fisicos. Y cuando las decisiones econo-
micas son del tipo “mas” o “menos”, “mayor” o “menor”, éstas
pueden tener consecuencias para algunos otros fenémenos medibles.
. Asi, si un hombre decide gastar mas de su renta (fija) en una cierta
mercancia, debera gastar menos en otras cosas. Si un fabricante
quiere aumentar su produccion necesitara pedir mas factores de
produccién. Si su beneficio aumenta, tendra consecuencia para su
politica de ahorro-gasto; vy asi anilogamente. Evidentemente sera
iy artificial suponer que estas cantidades en si mismas no tendran
influencia en las decisiones tomadas, y que tales influencias no for-
man un sistema. Es esto, pues, soclamente un paso natural, para in-
tentar una descripcién aproximada de tales influencias por medio
de unos ciertos parametros de comportamiento.

Por lo pronto, éste es un tipo de “explicacion”. Otros tipos puc-
den elegirse. Pero cualquiera que sean las “explicaciones” no hay
que olvidar que todas son invenciones artificiales en una investiga-
cion para entender la vida real; no son verdades ocultas que haya
que “descubrir”. '

2.°—Definiciones cuantitativas exactas de las variables
economicas

Esta frase ha llegado a ser una especie de tépico entre los eco-
nomistas modernos, pero a veces parcce existe cierta confusion en
cuanto a su verdadero significado. Su interpretacién sencilla y racio-
nal seria la de que al presentarse los hechos mas importantes que
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(queremos estudiar en la vida econémica real en forma de medidas
numeéricas tendremos que élegir nuestros modelos de aquel campo de
la 16gica que trata de los ntimeros, es decir, de las matematicas. Pero
los conceptos de las matematicas alcanzan su significado cuantitativo
de una forma implicita mediante el sistema de operaciones logicas
que imponemos. En la matematica pura no existe realmente un
problema tal como el de definicion cuantitativa de un concepto
“per s¢” sin referencias a ciertas operaciones.

Por lo tanto, cuando los cconomistas hablan acerca de los pro-
hlemas de definiciones cuantitativas de variables cconéniicas, pien-
san en algo que tenga relacion con los fenémenos econémicos reales.
Mas, precisamente, quieren dar “reglas exactas para medir ciertos
fenémenos de la vida real, tratar de “conocer cxactamente qué cle-
mentos ‘de la vida real se corresponden con los de la teoria”. Cuando
consideramos un modelo teérico que lleva consigo ciertas variables
v ciertas relaciones matematicas, es corriente preguntar acerca del
comportamiento de esta y la otra variahle. Pero esta pregunta no
tiene sentido dentro de un modelo teérico. Y si la cuestion s¢ aplica

_.a la realidad no tienen una respuesta precisa.. La respuesta que po-
demos dar es, en el caso mejor, una tentativa de descripcion que
consistira en palabras que hemos tratado de asociar, mas o menos
vagamente,.con ciertos fenomenos reales.

Una cosa es construir un modelo teérico y otra dar reglas para
clegir los hechos a los cuales el modelo teorico se puede aplicar.
Esto es, una cosa es clegir el modelo teérico del campo de las ma-
tematicas y otra cosa es clasificar y medir ohjetos de la vida real.
Por esta ultima razén necesitaremos una buena disposicién entre
nuestros compaineros de investigacién para ponernos de acuerdo,
con fines practicos, sobre cuestiones de definicion. No son posibles
—"hablando estrictamente”™— ambigiiedades en la clasificaciéon ¥
medidas de los fenomenos reales. No :olamente es nuestra técnica
de mediciéon de fenémenos fisicos imprecisa, sino que en muchos
casos no somos capaces de dar una definicion sin ambigiiedad del

- método de medicién a emplear, somos capaces de dar reglas preci-
sas para la eleccion de cosas que hay que medir en relacién con
una cierta teoria. Asi, por ejemplo, consideremos la al parecer senci-
lla cuestion de medir el consumo total de una mercancia durante
un periodo de tiempo dado en un pais. Inmediatamente se presen-
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tan dificultades derivadas del hecho que la nocién de “mercancia”,
“consumo”, etc., no son términos precisos; pueden discutirse res-
pecto su contenido o medida cuantitativa. Y esto se aplica a todas
lus cantidades que representan medidas practicas de ohjetos reales.

3.°—Variables «observables», «realess y «tedricas»;
una distincion importante

Aunque nuestro conocimiento real de los hechos econémicos 2sta
basado en clasificaciones poco precisas y medidas aproximadas,
a menudo tenemos la impresion de que “lo podriamos hacer algo
wejor”, que, en muchos casos, seria posible dar descripciones y re-
glas de medida de tal manera que si dos o mas observadores inde-
pendientes aplicasen esas reglas a un grupo dado de objetos, prac-
ticamentc obtendria las mismas cantidades. A menudo, cuando ope-
ramos con nociones como la renta nacional, produccion de ciertas
mercancias, hmportaciones, exportaciones, etc., crecemos que eslas
cosas tienen un significado cuantitativo definido y que posiblemente
pueden medirse mas exactamente, pero —por razoncs financieras o
falta de tiempo— no somos capaces de realizar el recuento y medi-
da en la forma que realmente debia hacerse. Corrientemente creemos
también que estos problemas de medidas son algo diferente de los
consistentes en investigar “explicaciones”. Cuando hablamos de
ciertos hechos que han de ser explicados, pensamos, en muchos
casos, en medidas mas correctas y controladas de los hechos que las
que se suelen dar por la estadistica econémica corriente. De la ex-
periencia en varios campos hemos adquiride conocimientos empi-
ricos de las fuentes de error y el grado de precision relacionados
con los tipos corrientes de la técnica estadistica de observacion. Por
lo menos, tal como esta la situacion ahora en el campo de las csta-
disticas econdémicas, podremos casi siempre cstar seguros que po-
drian ser mejores si pudiéramos encontrar el tiempo y dinero ne-
cesarios. Cuando hablamos de los *“verdaderos™ valores de cierlos
(enémenos ohservables, comparandolos con alguna informacion es-
tadistica observada, la distincion se debe a que pensamos en forma
parecida a la que acabamos de describir en términos un tanto vagos.

En la teoria pura introducimos variables (o funciones del tiem-
po) las cuales, por construccion, satisfacen ciertas condiciones de
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consistencia interior de los modelos tedricos. A estas variables teo-
ricas corrientemente se las da nombres que indican con qué medi-
das reales “verdaderas” esperamos que las variables teéricas se iden-
tifiquen. Pero las variables tedricas no se definen como idénticas a
algunas variables verdaderas. Para que e] proceso de medicién sea
correcto es esencial aplicarlo a cada variable separadamente. Impo-

ner alguna relacién funcional entre las variables significa ir mucho

mas alla. Podemos expresar la difcrencia diciendo que las “verda-
deras” variables (o funciones del tiempo); representan em nuestro
ideal, las medidas precisas de la realidad “como ocurre de hecho”,
mientras que las variables definidas en una teoria son las verdade-
vas medidas que hariamos si la realidad estuviera de acuerdo con
nuestro modelo tedrico. '

La distincién entre €stos tres tipos de variables, aunque algo vaga,
e« de una gran importancia para la comprension de sus relaciones
con la teoria pura. Trataremos de expllcan esto de forma diferente,
(jue quiza sea mas clara.

Uno de los hechos mas caracteristicos de la moderna teoria eco-
némica es el empleo extensivo de simbolos, f6rmulas, ecuaciones y
otras nociones matematicas. Libros modernos y articules de Eco-
nomia cstin “llenos de matematicas”. Muchos economistas consi-
deran “la Economia matematica” como una rama separada de la
Econhomia. Este problema sugiere ver qué diferencia existe entre
“Economia matematica” y “matematicas”. ;Un sistema de ecua-
ciones se hace menos matematico y mas econémico sélo por llamav
a 1 “consumo” e y “precio”, etc.? Evidentemente hay muchos
cjemplos en que no se va mucho mas alld en cuanto se refiere
:ignjﬁczido econémico. Dificilmente entonces merecen el rango de
contribuciones a’'la Economia. Lo que hace a un trabajo Economia
matematica, no s6lo matematicas, yo pienso que cs e<to: Cuando
establecemos o sentamos un sistema de relaciones tedricas y emplea-
mos nombres econémicos para las variables teéricas incluidas, tene-
mos en el pensamiento algunos experimentos reales, o un disenio de
un experimento, que podriamos por lo menos pensar que estaba-
mos realizando, para medir aquellas cantidades que en la vida
real econdomica siponemos obedecen a las leyes impuestas sobre
sus nombres tedricos. Por ejemplo, en la teoria de la eleccién intro-
ducimos la nocién de superficie de indiferencia, para demostrar
c¢6mo un individuo, a precios dados, diztribuira su renta fija entre
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varias mercancias. Esto parcce “econdémico”, pero asi sélo es un
csquema matematico; solamente cs econémico si antadimos un di-
seiio de experimentos que pudiese indicar, primero, qué fendmeno
real se identifica con. los precios tedricos, cantidades y rentas; se-
gundo, lo que entendemos por un “individuo”, y, tercero, como
podriamos ordenar los individuos que actualmente hacen esta elec-
cion.

Hay numerosas indicaciones de que los economistas casi siempre
tienen algunos de estos disciios de experimentos ideales en el fondo
de su pcnsamiento cuando construyen tales modelos tedricos. Por
cjemplo, dificilmente existira un economista que se sienta satisfecho
al identificar series corrientes de renta nacional, consumo, etc., con
las variables de csos mismos nombres en sus teorias. O, reciproca-
mente, encontraria corrientemente muy complicado o quizia hasta
falto de interés el intentar construir modelos de forma que las ob-
servaciones que le gustase identificar con las correspondientes va-
riables tedricas, correspondieran a aquellas dadas por las estadisti-
cas econémicas existentes. En la descripeion verbal de su modelo,
“en términos economicos”, el economista sugiere generalmente, ex-
plicita e implicitamente, algunos tipos de experimentos o de medidas
controladas decstinadas a obtener las variables reales para.las cuales
crce que su modelo vendria bien. Esto es, él picnsa en algunas va-
riables “verdaderas” que le gustaria medir. Los datos que actual-
mente obtiene, ecstan primero casi siempre perturbados por algunos
errores sencillos en las medidas, esto es, por ciertos “hechos™ extras
-que él no intenta “explicar” por medio de su teoria; en segundo
lugar, y esto todavia es mas importante, ¢l economista ¢s general-
mente un ohservador mas hien pasivo respecto a los fenémenos
econoémicos importantes; gencralmente no controla la recogida de
estadisticas econémicas. No esta en situacién de reforzar las pres-
cripciones de sus propios diseiios de experimentos ideales.

Podriamos, quiza, caracterizar también la diferencia entre las
variables “verdaderas” y las “observables”, del siguiente modo: Las
variables “verdadcras” son variables tales que si su comportamiento
contrzdice una teoria, ésta tendria que rechazarse como falsa; mien-
tras que las variables “observables”, cuando contradigan la teoria,
dejan la posibilidad de haber podido ensayar la teoria sobre hechos
para los cuales esa no estaba pensada, la confusion esta provocada
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por €l uso de los mismos nombres para cantidades que son dife-
rentes.

Para contrastar una teoria respecto a los hechos, o para usarla
en predicciones, tanto han de corregirse las observaciones estadisti-
cas disponibles, como adaptarse la teoria, de forma que convierte a
los hechos que estamos considerando en “las variables verdaderas™
necesarias para la teoria, como ya hemos dicho. Para emplear un
ejemplo mecanico, supongamos que queremos comprobar la ley de
los cuerpos cayendo en el vacio, y que nuestras medidas para tal
fin consistiesen en una-serie de ohservaciones con una piedra, por
ejemplo, dejada caer desde una altura. Para emplear tales datos por
lo menos deberiamos calcular el efecto extra de la resistencia del
aire y extraer dicho elemento de los datos. O lo que seria lo mismo,
tendriamos que desarrollar la teoria simple de los cuerpos cayendo
en el vacio para deducir la resistencia del aire (y probablemente
muchos otros factoreé). Un fisico rechazaria esas medidas como ab-
surdas para tal fin, porque facilmente puede hacerlas mucho mejo-
res. El economista, por otra parte, tiene a menudo que contentarse
con medidas brutas y sesgadas. Corrientemente, su tarea es obtener
las medidas que necesita de datos que ya estan recogidos con algin
otro fin; o tiene resultados que, por asi decirlo, la naturaleza ha
praducido en toda su complejidad; su tarea :era construir modelos
que expliquen lo que se¢ ha ohservado.

Lia conclusion practica del anterior estudio es un consejo que
los economistas dificilmente dejan de dar, pero que realmente pocos
eiguen. Es decir, que se debe estudiar con todo detenimiento las
series reales consideradas y las condiciones bajo las que se obtienen,
antes de identificarla con las variables de un modelo tedrico par-
ticular. (Estudiaremos estos prohlemas en el capitulo IIL.)

4.°—Modelos teoricos, hipotesis v hechos

Sean x’), x',, ..., £'n, n variables reales, y (x',, 1’5, ..., 2’;) o, abre-
viadamente (x') cualquier conjunto particular de valores de estas
variables. Cualquiera de tales conjuntos puede represcntarse como
un punto en un espacio enedimensional cartesiano. Seu S el conjun-
to de tales puntos y “A™ un sistema de reglas u operaciones que
definen un subconjunto S, de S (S. puede, por ejemplo, ser una
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superficie enedimensional). La regla “A” adscribe a cada punto (x)
una propiedad, es decir, la propicdad de pertenecer o de no perte-
necer a S;. Si admitimos que las n variables x’ varian con la condi-
cién de que (x') pertenezca a S,, se forma un modelo teérico para
las variables x".

De forma analoga, consideremos n funciones del tiempo x'; (t),
2y (8)..., x» (t). Sea F el conjunto de todos los posibles sistemas
de n funciones del tiempo, y sea “B” un sistema de reglas u opera-
ciones que definen una subclase F, de F. Cualquicr sistema de n
funciones del tiempo tendra entonces la propiedad de pertenecer o
no pertenecer siempre a Fy. El sistema de reglas B define un modelo
respecto a la serie de ticmpo de n componentes.

Asi, un modelo teérico puede considerarse como una sencilla
vestriceién en las variaciones conjuntas de un sistema de cantidades
variables (o mis generalmente ohjetos), los cuales, por otra parte,
pueden tener cualquier valor o propiédad. De forma aun mas gene-
ral, las restricciones impuestas pueden no excluir en absoluto cual-
quier valor de las cantidades consideradas, sino sencillamente dar
diferentes ponderaciones (o probabilidades) a-los varios conjuntos
posibles de valores de las cantidades variables. El modelo en cues-
tion se caracteriza corrientemenie por el hecho de que define
ciertos conjuntos restringidos del conjunto de todos los valores po-
sibles de las cantidades, de forma que estos subconjuntos tienen
casi todo el peso.

Un modelo tedrico de este tipo no tiene interés practico. Y esta
'situacion no cambia, como ya hemos dicho anteriormente, cuando
s¢ introducen solamente “nonmhres econdmicos” para las cantidades
u objetos variables que figuran en él. El modelo ticne interés eco- .
némico solamente después de que un sistema dado de cantidades u
objetos de la vida econémica se han elegido o descrito de forma que
‘puedan ser identificados con los comprendidos en el modelo. Esto
es, el modelo tendra un interés econémico solamente cuando esté
asociado con un diseito de experimentos que describe —e indica
como se mide— un sistema de variables “verdaderas™ (u objetos)
*'), X3y ws Xn que pueden identificarse con las variables correspon-
dientes de la teoria.

Como una consecuencia de tal identificacién, todas las afirma-
ciones correctas que se puedan hacer dentro del modelo, con respec-
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10 a las variables teéricas u objetos que en él figuran, se hacen auto-
maticamente también respecto a las variables “verdaderas” reales.
El modelo, por lo tanto, se convierte en una hipétesis a priori sobre
los fenémenos reales, estableciendo que todo sistema de valores que
podemos observar de las variables verdaderas sera uno que perte-
nezca al sistema de valores admisible dentro del modelo. La idea es
que la Naturaleza tiene una forma de seleccionar sistemas de valo-
res de las “verdaderas” variables, tal que estos sistemas se compor-
tan como si la seleccién se hiciese por la regla que define nuestro
‘modelo ieérico. Hipétesis como la anterior son las unicas implica-
ciones conjuntas —y las uinicas contrastables, en lo que se refiere a
ia observacion— de la teoria y diseio de experimentos. Parece na-
tural, pues, adoptar el convenio de que una teoria se llame verda-
dera o falsa, segun quella hipétesis sea verdadera o falsa, cuando
se contrasta respecto a los datos elegidos como variables verdaderas.
Entonces podriamos hablar de intercambiabilidad entre la con-
trastacion de hipétesis y contrastacion de teorias. )
Si un cierto conjunto de valores de las variables sc excluye del
modelo, entonces que cualquier sistema de valores observados caiga
en este conjunto excluido, sera suficiente para rechazar la hipotesis
{y por lo tanto la teoria) por falsa respecto a las verdaderas varia-
liles concideradas. Pero como ya hemos dicho, el modelo debe ser
(v creemos que en la practica asi es) de tal forma que no excluya
cualquier sistema de valores de las variables, sino que solamente
dé diferentes ponderaciones o probabilidades a los distintos siste-
mas de valores. Estas ponderaciones necesitan una interpretacion
practica con objeto que el modelo exprese una hipétesis de com-
portamiento respecto a las variables “verdaderas” correspondientes.
* De acuerdo con la experiencia se ha encontrado que corrientemente
es fructifero interpretar tales ponderaciones como una medida de
Ia “frecuencia real de ocurrencia™. Si las ponderaciones totales ads-
critas a todos los conjuntos de valores posibles del sistema es finitu,
podremos entonces decir que el comportamiento del conjunto de
sistema d¢ valores que tienen una ponderacion casi igual a cero de
acuerdo con el modelo, es una hipdtesis que dice que la naturaleza
tiene una forma de seleccionar sistemas de valores conjuntos de las
correspondientes variahles “verdaderas” que hace que sea “practi-
camente imposible” que un sistema de valores observados pueda



284 LIRROS [R.E.P.,,VII, 2.3

caer dentro de tal conjunto. Para contrastar la teoria respecto a al-
gunas otras teorias alternativas, podremos agregar que considerare-
mos la hipétesis contrastada falsa cuando observemos un cierto nu-
mero de tales sistemas de valores “casi imposibles”. Esto ¢s, ante el
riesgo de cometer un error, preferimos adoptar otras hipétesis hajo
las cuales las observaciones no son de un tipo casi imposibles.

Si hemos encontrado que una cierta hipétesis, y, por lo tanto, el
modelo, es aceptable sobre la hase de un cierto numero de ohserva-
ciones, podremos decidir emplear la teoria para la prediccién. Si
después encontramos que no son muy utiles estas predicciones, nos
inclinaremos a dudar de la validez dc las hipétesis adoptadas (y, por
lo tanto, 1a utilidad de la teoria). Podriamos contrastarla otra vez,
siempre sobre la base de un conjunto mas extenso de ohservaciones.

Se ha encontrado que es til introducir un calculo especial para
tratar tuales tipos de hipotesis. Este es el calculo de prohab\ilidades.
Posteriormente estudiaremos las razones de sentido comin que hay
para emplear este calculo en la deduccion de hipétesis sobre los
fenémenos econémicos. ’

Supongamos ahora que tenemos un conjunto de observaciones
que confirman las afirmaciones que son permisibles dentro del mo-
delo. Entonces estas afirmaciones se convierten en hechos a la luz
de nuestro modelo tedrico, o cn otras palabras, nuestro modelo es
aceptable en lo que se refiere a las observaciones conocidas. ;Podra
¢l modelo aplicarse a observaciones futuras? No podemos dar nin-
guna razén a priori para esta suposicién. Podremos solamente decir
que, de acuerdo con un amplio registro de experiencias reales, pare-
ce que sera util creer en la posibilidad de tales inducciones empi-

ricas.

A la luz del analisis anterior, podemos ahora clasificar de forma
amplia los principales problemas con los que se enfrenta la investi-
wacion cientifica cuantitativa,

1.° Tentativa de construccion de madelos.—Parece casi impo-
sible tratar de describir exactamente como un cientifico marcha
hacia la construceién de un modelo. Es un proceso de creacién, un
arte que opera con nociones racionalizadas de algun fenémeno real

y con el mecanismo que las produce. La idea de tales modelos
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descansa en la creencia ya respaldada por una gran cantidad de
experiencias en muchos campos, de la existencia de ciertos elemen-
tos de invarianza en una relacion entre fenémenos reales, siempre
que tengamos éxito al reunir les que deban :er. :

2.° Contrastacion de teorias, que es ¢l problema de decidir so-
bre la base de los datos, cuando se manticne y emplea cierta teoria
o se deshecha y cambia por otra. '

3.° El vroblema de la estimacion, que en un sentido amplio es
el problema de dividir, tomando como bhase los datos, todas las
posibles teorias a priori acerca de- ciertas variahles en dos grupos:
unos conteniendo las teorias admisibles, y otros que contienen aqué-
lias que han de rechazarse.

4.° El problema de las predicciones.

Los problemas 2, 3.y 4 estan estrechamente ligados a una formu-
lacion probabilistica de las hipotesis, y se ha producide mucha
confusién por los intentos de tratarlos de otra forma. En una for-
mulacién probabilistica pueden definirse precisamente, y una gran
parte de la confusion existente en la investigacidon econémica pue-
de aclararse. Estos problemas se tratan en los capitules 1V, V y VI.

Muchos economistas, no ohstante, consideran los problemas 2-4
como detalles. Su tarea principal tiene un sentido mas fundamental:
el problema de saber si podremos tener alguna csperanza de cons-
truir modelos racionales que contribuyan en algo a nuestro conoci-
miento de la vida cconémica real. En el préximo capitulo trata-
remos de aclarar algunos de los principales argumentos de este
estudio.

CAPITULO NI
EL GRADO DE PERMANENCIA DE LAS LEYES ECONOMICAS

Si comparamos el desarrollo historico de las distintas ramas de
las ciencias cuantitativas, encontramos una semejanza estricta en las
huellas que han seguido. Su origen ¢s la curiosidad del hombre por
las explicaciones de “hechos curiosos”. Las observaciones de tales
hechos son mas o menos accidentales y en cualquier caso de un
caracter pasivo. Sobre las bases de tales/-—quiza muy vagos— reco-
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nacimicntos de hechos; hay personas que construyen desarrollos
primitivos, corrientemente de tipo metafisico. Entonces algunos em-
piricistas mas frjos van mas alld. Quicren “conocer los hechos”,
ohservan, miden y clasifican, y mientras realizan esto creen en la
posibilidad de establecer un cierts orden, un cierto sistema, cn el
comportamicnto del fenémeno rcal. Intentan construir sistemas de
relaciones que copien la realidad tal como ellos la ven, o sea desde
el punto de vista de un ohservador cuidadoso pero pasivo. Cuando

siguen coleccionando mds y mas ohservaciones, ven que'su *

‘copia”
de la realidad necesita *reparaciones”. Y, sucesivainente, sus esque-
mas crecen en un laberinto de supuestos extra y cacos especiales; el
aparato total se hdce cada vez mas dificil de manejar. Algin trabajo
clasificador se impone, y sc ha encontrado que la lave de tal clasi-
ficacién es un razonamiento a priori, que conduce a la introduccién
de unos principios y relaciones muy gencrales —y corrientemente
muy sencillos—, de los cuales la clase total de las cosas aparente-
mente muy distintas pueden deducirse. En las ciencias naturales el
ultimo :paso ha suministrado instrumentes mucho mas potentes de
analisis que la enumeracion empirica de los casos.

Podriamos inclinarnos a decir que la posibilidad de tales cons-
trucciones hipotéticas’ y deducciones fructiferas depende de dos
factores distintos, a saber: por un lado, el hecho de que son leyes
de la naturaleza, y por el otro lado, la eficiencia de nuestros instru-
mentos analiticos. Sin embargo, por una inspeccién detenida, vemos
que tal distincién es dudosa. Indudablemente, podemos tratar de
describir tal cosa como una ley de la naturaleza sin referirnos a
ciertos principios de analisis. Y la frase “en las ciencias naturales
tenemos leves estables”, indica no mucho mas ni menos que esto.
Las ciencias naturales han elegido formas muy dtiles de observar
la realidad fisica. Sin embargo, una frase tal como “en la vida
econémica no hay leyes constantes” es no solamente muy pesimis-
ta, sino que parece insensata. En cualquier caso, no puede contras-
tarse. Pero podemos discutir cuando las relaciones que se deducen
de nuestro esquema actual de la teoria econémica son tales que
se aplican a los hechos de la vida econémica real. Podemos dis-
cutir los problemas que surgen cuando intentamos hacer com-
paraciones entre la realidad y nuestra construccion actual de la
teoria economica, Trataremos de encontrar una explicacién racio-
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nal al hecho de que relativamente pocos intentos de estable-
cer “leyes” economicas han tenido éxito. Yo creo que considera-
bles esfuerzos pueden gastarse en aclarar estos prcblemas restrin-
gidos.

En lo que sigue nos proponemos tratar algunos de los proble-
mas fundamentales qué se presentan cuando se juzga cl grado de
persistencia en el tiempo de las relaciones entre las variables eco-
némicas. Por motivos de simplicidad operaremos aqui con la nocién
de relaciones “exactas” mas que “cstocasticas”. Podemos hacer esto
‘porque los principales puntos que se discuten no estan ligados a
un tipo particular de relaciones que esperemos establecer. Los
problemas que se¢ van a discutir estan mds directamente relaciona-
dos con el problema general de si podemos o no esperar encom-
trar elementos de invarianza en la vida econémica sobre la que

ce establecen leyes permanentes.

5.°—¢Qué entendemos por «Relaciones Constantess?

Cuando empleamos los términos “relaciones constantes” o' “rela-
ciones cambiables inestables” evidentemente nos referiremos al
comportamiento de algun fenémeno econémico real, comparado con
algin comportamiento gue esperamos de las consideraciones teéri-
cas. La nocién de constancia o permanencia de las relaciones no es,
por lo tanto, una cuestién teérica. Es una propiedad, de los fené-
menos reales al mirarlos desde el punto de vista de una teoria par-
ticular. Mas precisamente, sean x',,x,,... ¥'n n variables tedricas

restringidas por una ecuacién
’ ’ . ’
fUX X gy X0 2, 2y, ... &) = [5.1]

en donde las 2; son constantes y la s’ es una desviaciéon que posee
ciertas propiedades especificas. [5.1] no se convierte en una teoria
econdmica solo por emplear terminologia econémica en los nombres
de las variables que envuclven, [5.1] sc convierte en una teoria eco-
némica cuando se asocia con una regla de medicién de n variables.
econémicas reales x,, %, ... Xn, .que se han de comparar con x',,
2’5, ... &'y respectivamente. La caracteristica esencial de tal regla de

medida es que no impone a priori las restricciones [5.1] sobre las
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variables que han de medirse. Si hiciésemos eso caeriamos en el
mundo de la teoria abstracta, a causa de que una de las variables
‘podria deducirse de las medidas de las otras n — 1 variables y las
propicdades asignadas a s’. La regla de medida es esencialmente un
procedimiento técnico de medir cada variable separadamente. Es
un diseio de experimentos rcales para obtener las variables verda-
deras como se describio en la’ seccion 3.

Todos log conjuntos de n valores de las variables teéricas 1’ en
[5.1] tienen una propiedad comun: la de satisfacer la ecuacion.
Estamos interesados en-saber cuando o no las “verdaderas™ variables
X15 X3, ... Xy tienen la misma propieddd. Sea (x,,x,,...x,) uno
cualquiera de los resultados ohtenidos por huestro diseiio de experi-
mentos, v sca s una variable definida implicitamente por

fle Xae o xn32, . ay) =3 [5.2]

en donde f es la misma que en [5.1]. Si entonces s tiene la misma
propiedad que s en [5.1], cualquiera que sea el sistema de valores
experimentales cbservados x;, x,, ... x,’, diremos que las variablss
“verdaderas” ohservadas x| siguen una ley constante.

Por lo tanto, dada una relacion teérica, un diseno de experimen-
tos y un conjunto de ohservaciones, el problema de la constancia o
invariancia de una relacion econémica se convierte en estos dos:

1) ¢Hemos observado lo que realmente queriamos observar,
es decir, puede el conjunto de ohservaciones dadas considerarse
como un resultado obtenido siguiendo nuestro diseno de experimen-
tos ideales?

2) ¢Tienen las variables “verdaderas” reales las mismas pro-
piedades que las variables tedricas?

Un diseino de experimentos (lo que los fisicos llaman “experi-
mento crucial”) es un apéndice esencial de cualquier teoria cuanti-
tativa. Y corrientemente pensamos en tales experimentos cuando
construimos las teorias aunque —desgraciadamente— muchos eco-
nomistas no describen sus diseiios de experimentos explicitamente.
Si lo hiciesen, verian que los experimentos que han pensado podrian
agruparse en dos clases diferentes: 1), experimentos que podriamos
hacer para ver si ciertos fenémenos economicos reales —cuando
artificialimente se aislan de “otras influencias”— pueden cumplir
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ciertas hipétesis, y 2), la corriente de experimentos que la Natura-
leza esta constantemente realizando en su enorme laboratorio, y en
los cuales nosotros intervenimos como observadores pasivos. En
ambos casos el objeto de 1a teoria es el mismo, a saber: dominar los
hechos de la vida real. Pero nuestra teoria es ligeramente diferente
en ambos casos.

En el primer caso podemos hacer que la concordancia o discor-
dancia entre la teoria y los hechos dependa de dos cosas: los hechos
que elegimos para considerar, asi como nuestra teoria acerca de
cllos. Como ha dicho Bertrand Rusell: “El procedimiento actual de
la ciencia consiste en una combinacién de observaciones, hipétesis,
experimentos y teorias.” : '

En el segundo caso, nosotros tratamos de ajustar nuestras teo-
rias a la realidad tal como aparece ante nuestra vista. ;Cémo se
comporta un disefio de experimentos en este caso? Asi: tratamos
de elegir una teoria y un disefio de experimentos conectado con ella,
de tal forma que los datos resultantes puedan ser aquellos que nos-
otros obtenemos por observacién pasiva de la realidad. Y en tanto
que consigamos hacerlo nos haremos duefios de la realidad por con-
venio pasivo.

Ahora bien, si examinamos teorias econémicas corrientes, vemos
que un gran numero de ellas, en particular las mas profundas, re-
quiercn experimentos del tipo primeramente mencionado. Por otra
parte, la clase de los datos econémicos que actualmente tenemos
pertenecen mas hien al :egundo tipo. En Economia empleamos un
vocabulario relativamente pequefio para describir una variedad enor-
me de fenémenos (y muchas veces los economistas emplean diversos
nombres para el mismo fenémeno). El resultado es que muchas
cosas distintas aparecen bajo ¢l mismo nombre, y que, por lo tanto,
tenemos ¢l peligro de considerarlas como idénticas. De esta forma,
las teorias, corrientemente se comparan con datos que no pueden
considerarse como observaciones obtenidas siguiendo el diseiio de
experimentos que hemos ideado cuando construimos la teoria. Por
otra parte, cuando una teoria mo muestra acuerdo con los hechos,
podremos siempre decir que no tenemos la clase de datos que de-
biamos tener, pero esto es una frase hueca, a menos que podamos
decir al mismo tiempo cual es la clase de datos que necesitamos y
la forma de obtenerlos, por lo menos en cuestién de principio. Si

19
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toda teoria fuese acompafada por una cuidadosa descripcién del
disefio de experimentos, se aclararia mucha de la confusién exis-
tente sobre la constancia y el cambio de las leyes economicas.

La descripcion del problema de cstabilidad o permanencia de
las relaciones econémicas es muy amplia. Pueden darse unas res-
puecstas preliminares a las criticas muy superficiales sobre la posibi-
lidad de desarrollar la Economia como una ciencia. Pero no se
puede responder a los mas profundos problemas de detalle con los
que nos enfrentamos cuando tratamos realmente de investigar por-
que la Economia, hasta ahora, no nos ha llevado hasta unas leyes
universales y exactas como las que sc obticnen en las ciencias na-
turales.

Consideremos una vez mas el argumento general “No hay leyes
constantes que describan fenéomenos de la vida econémica”. Ante-
riormente dijimos que este argumento no tenia sentido. Justificare-
mos esta afirmacion un poco mas adelante. No es posible dar una
respuesta precisa a este argumento porque en si mismo no representa
un problema preciso, pero tratemos de comprender lo que significa
el mismo. Supongamos, primero, que consideramos la “clase de
todos los disefios de experimentos”, los resultados de los cuales “po-
drian interesarnos como economistas”. Aqui, desde luego, tropeza-
mos inmediatamente con una dificultad, porque probablemente no
es posible definir tal clase. No conocemos todos los ecxperimentos
en que pudiéramos estar interesados. Por otra parte, consideremos
la clase de todas las teorias economicas posibles (del tipo que esta-
mos discutiendo aqui). Para cada disefio de experimentos hay una
sucesion definida de medidas reales. Considérese, para cada una de
estas medidas, la subclase de teorias con las cuales estin de acuer-
do. Para una sucesién de medidas tenemos una sucesién de ta-
les subclases de tesrias, ahora si estas clases de teorias no tienen
ninguna propiedad en comun no trivial podriamos decir que las
medidas obtenidas por el disefio de experimentos utilizado no sigue
ninguna ley. Pero, ;realmente dice algo esta afirmacién? Evidente-
mente muy poco. Porque es una afirmacién acerca de clases de co-
sas que estdn completamente indefinidas. Por mucho que inventemos
y por mucho que nos equivoquemos, nunca podremos sentar una
conclusién como “En la vida econémica no hay leyes constantes”.

Estudiaremos un problema mucho mas restringido, el de has-
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ta donde idas “leyes hipotéticas” die la teoria cconémica en su
agrado presente sz aplican a datos como los que conseguimos por
medio de ohservaciones pasivas. Por observaciones pasivas cntende-
mos resultados ohservables de lo que los individuos, Empresas, ete.,
hacen realmente en el cur:o de los acontccimientos no lo que ellos
podrian hacer, o lo que ellos piensan que haran, bajo otras cir-
cunstancias especiales. Seria superficial considerar este problecma
meramente como una cucstion de si nuestra teoria econémica pre-
sente es buena o mala; o que es una exposicién provechosa del
problema. Tenemos que empezar analizando lo que realmente
estamos tratando de conseguir con la ‘teoria eccnémica. Tenemos
{jue comparar sus diseitos de experimentos idealizados con aquellos
yue podrian requerirse para reproducir los fenémenos de la vida
econoémica real que observamos de forma pasiva.

En tal discusion pronto descubrimos ue tenemos que tratar
con una maraita de cuestiones diferentc:. Tratemos de pasar re-
vista a las mas importantes: ’

a) ;La mayoria de las teorias que construimos sobre “ccono-
mia racional” son de tal forma que para ellas no son experimen-
tos adecuados los datos histéricos y las observaciones pasivas? Esta
cuestién esta relacionada con lo siguiente:

b) ¢Tratamos de construir teorias que describen lo que indi-
viduos, Empresas, etc. hacen realmente en el curso de los aconte-
cimientos, o construimos teorias que describen modelos de alter-
nativas en un mcmento dado? Si es este el caso, ;qué valor tienen
tales modelos de alternativas sobre-una serie de decisiones y accio-
nes llevadas a cabo ya? ’

c) ¢Por qué no nos limitamos sélo a las teorias que son
comprobables directumente? O, ;por qué estamos intercsados en
relaciones para las cuales la Naturaleza no puede proporcionar
cxperimentos?

d) Corrientemente nuestras teorias son tales que crecmos que
ciertas series directamente observables podrian dar resultados ex-
perimentales adecuados para una comprobacidén, con tal que otras
cosas no cambien. ;Qué valor pueden tener tales tcorias sobre la’
realidad, si sencillamente despreciamos la influencia de esas “otras
cosas”? Esto vuelve a estar relacionado con ¢l problema siguiente:

e) Estamos interesados en describir bien lo que sucede ac-



292 LIBROS [R.E.P, VI, 2.3

tualmente, o lo que sucederia si pudiésemos conservar inmutables
“otras cosas”. En el primer caso construimos teorias para las cua-
les esperamos que la Naturaleza misma cuida que se den las nece-
sarias condiciones ceteris paribus, lo hacemos esto cuando sabemos,
por cjemplo, que asi ha sucedido aproximadamente en el pasado.
En el segundo caso tratemos por nuestra cucnta que se cumplan
las condiciones ceteris paribus por medio de arlificios estadisticos
tales como climinar de los datos las influencias que no se han te-
nido en cuenta en la teoria (por gjemplo, por analisis de la corre-
lacion multiple).

f) De la experiencia con correlaciones de series de tiempo,
sabemos que corrientemente es posible establecer relacisnes intimas
entre variables econémicas para algin periodo de ticmpo especial
niientras que cstas relaciones se rompen para €l préoximo periodo
de tiempo. ;Significa este hecho que no podemos esperar estable-
cer leyes constantes de vida econémica?

Esas cuestiones st han tomado ma: o menos directamente de
discusiones corrientes en problemas de investigacién econémica;
estan, como puede verse, horriblemente entrelazadas; ninguna de
ellas forma un problema analitico preciso. Por esto preguntamos:
;Pueden cubrirse estos problemas, al menos en parte, por el ana-
lisis de una coleccién de problemas simplificados y disjuntos?- Tra-
taremos ahora de hacerlo asi estudiando tres grupos diferentes de’
problemas a los que abreviadamente podriamos lamar:

I.—Reversibilidad de relaciones econdmicas.

II.—La cuestion de simplicidad en la formulacién de leyes
ccondémicas.

[II.—La autonomia de una relacién econémica.

6.—Reversibilidad de relaciones econémicas

En ¢l campo de las investigaciones ccondmicas, la aplicacién a
las relaciones de la teoria pura de las series de tiempo o registros
histéricos ha llegado algunas veces a ser tabi. Muchos economistas
no entrenados suficientemente en la teoria estadistica, al parecer
han sido asustades por trabajos criticos tales como, por ejemplo,
el de G. U. Yule. Han llegado a pensar quc hay algo inherente en
las series de tiempo econdmicas que como tales hacen a sus datos
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inaprovechables para las aplicaciones de teoria econémica pura.
El argumento general es analogo a éste. En la teoria econémica,
operamos con esquemas hipotéticos de decisiones, que los individuos,
Empresas, etc., pueden tomar como respuestas a ciertas condiciones
alternativas dadas (por ejemplo, adaptacién de la cantidad consumi-
da a un cambio dado del precio). Pero las series econémicas de
ticmpo que muestran resultados reales de decisiones tomadas real-
mente son solamente descripciones histéricas de un viaje en una
direccion realizado a través de una serie de circunstancias que
estan continuamente cambiando, de forma que no es posible hacer
predicciones rcales por medio de los modelos dc alternativas da-
dos por la teoria econémica pura.

Tratando de analizar este problema de forma mas precisa, ve-
"mos -primero que ¢l argumento general anterior no desmiente la
posibilidad de que las relaciones deducidas de la teoria econémica
pueden ser muy persistentes y acuradas cuando se aplican a los
datos. El argumento solamente dice que los tipos de datos repre-
sentados por las scries de tiempo no son los que dehen resultar de
los disefics de experimemtos prescritos por la teoria econémica.
Debemos pensar antes de nada en las dificultades que sc derivan
del hecho de que las series de¢ observaciones pasivas estan inftuen-
ciadas por un gran nimero de factores no tenidos en cuenta por
la teoria; en otras palabras, dificulta el cumplimiento d= la con-
dicién. “Otras cosas siguen igual”. Pero esto es un problema comun
a tcdas las observaciones y medidas praclicas; esto es una cuestién
de principio, no un defecto particular de,las series ccondmicas de
tiempo. Si nosotros no podemos preservar los datos de tales “otras
influencias” trataremos de introducir estas influencias en la teoria,
con objeto de lograr mas concordancia entre la teoria y los hechos.
También puede ser que los datos, como dados por las series dc
tiempo econdémicas, estén restringidos por un sistema total de re-
iaciones, de tal forma que las series mo muestren variacién has-
tunte para comprobar cada relacion separadamente. Estos pro-
blemas los discutiremos con extension en las dos préximas sec-
ciones. Ademas esta el problema de errores de medida. Pero este
problema es también general, y no peculiar de las :zeries de ticmpo
econdémicas.

Si estas dificultades se eliminan, ;hay todavia alguna propis-
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dad peculiar de las series de tiempo econémicas que las hacen no
aprovechables para las aplicaciones a rclaciones deducidas de la
tcoria econémica pura? Aun haciendo una cuidadosa inspeccion,
es dificil ver que tal propiedad pueda existir, a causa de que si
podemos construir cualquier ley general, describiendo lo que los
individuos actualmente hacen y si tenemos una serie de observacio-
nes de lo que los individuos han hecho en ¢l pasado, entonces, ne-
cesariamente, la ley tedrica debera ajustarse a esta serie de obser-
vaciones. Surge aqui un problema. Aunque yo pienso que se trata
de una confusion entre dos clases diferentes de relaciones que apa-
recen en la teoria econémica: 1), las que intentan describir lo que
los individuos lacen en cualquier tiempo, v 2), las que describen
un modelo de alternativas ¢cn un momento dado antes de que se
tome cualquier decisién particular. Relacioncs del primer tipo co-
rrientemente se deducen de un sistema de relaciones del segundo
tipo. Para hacer la discusion de este punto mas concreta conside-
raremos un ¢jemplo sencillo de la demanda del consumidor para
una sola merecancia, ‘

Supongamos que un individuo consume n mercancias diferen-
tes, e indiquemos por x, x,, ... x, cantidades de estas n mercancias.
Siendo p,, P2, ... pn sus precios correspondientes. Supongamos que
los individuos ticnen una renta en moneda constante. De acuerdo
con la teoria general de la eleccion del consumidor, escribiremos:

X =fi(PyapPas-opn) 1=1,2,..,n) [6.1]

n donde las f; son funciones de demanda. Supongamos ahora
que todos los precios, excepto uno, p;, son constantes, y conside-
remos la correspondiente cantidad x, de la mercancia nimero 1.

Podremos escribir:
x, =f(p,). ‘ [6.2]

¢Qué es lo que indica esta funcién hajo los supuestos hechos
anteriormente? Puede indicar dos cosas diferentes:

Una interpretacién es que, cuando p, tiene un valor particular,
es decir p'y, el individuo decide comprar una cantidad x', = [ (p’;)
de la mercancia nimero 1.

Otra interpretacion es ésta: Supongamos que el individuo esta
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en una posicion en donde paga el precio p°, y consume una canti-
dad x°,. El considera en esta posicion los posibles cambios en el
consumo de la mercancia nimero 1 que él podria elegir como res-
puesta a los varios cambios en el precio de p°. Si el precio cambiase
de p°, a p”; él compraria x”, = f(p”,); y asi sucesivamente. Esto
es decir él tiene un modelo de alternativas respecto al proximo
cambio del precio juzgado desde su posicién presente (x°,, p°1).
Para indicar que este modelo puede depender de su posicion pre-

sente escribiremos:
o =f(p) [6.3]

en donde f° satisface x°, = f° (p%,).

Es evidente que estos dos tipos de demanda son de naturaleza
diferente, y, ademas, €l primero exige mas que el segundo. Para el
primero se requiere el supuesto de que existe una relacién unica
entre el consumo y los precios, de acuerdo con la cual el indi-
viduo actia sin considerar la posicion que ocupa en €l momento
que tiene que tomar la decision. El segundo solamente dice que
los individuos tienen un modelo de alternativa respecto al cambio
proximo del precio juzgado desde su posicion presente (x°;,, p°,).
Después que él ha tomado una decision en respuesta al cambio del
Jprecio, ya no esta en la posicién (x°,, p° ), y €l puede cambiar su
modelo de alternativas a causa de que en la nueva posicién puede
“ver las cosas de forma diferente”.

Si el individuo tiene un modelo de demanda fijo, éste es inde-
pendiente del punto en donde se encuentra en cualquier momento (es
decir, un modelo del tipo [6.2]), entonces un registro histérico de
precios y correspondicntes cantidades consumidas representaran pun-
tos de este modelo de demanda, y podriamos emplearlos para prede-
cir el consumo para cualquier valor del precio (bajo el supuesto an-
terior que los otros precios no cambien). Por otra parte, si el modelo
de demanda depende de la posicién actual del individuo, para cada
posicion actual del individuo seria- un modelo bien definido de al-
ternativas, las cuales, si las conocemos, nos permitiran predecir la
cantidad que podria ser comprada si el precio cambiase de p°, a P
Pero tan pronto como la nueva posicién (p’,, x';) se alcanza nece-
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sitamos otro modelo f’, para predecir la cantidad cemprada si el
precio cambiase de p’, a p”,. Las dos situaciones se representan
graficamente en las figuras 1 y 2.

P, P

RxY
O -
Fig. 1. modelo de Fig. 2.» Modelo de
demanda reversible. demanda irreversible.

En la fizura segunda, un registro histérico de las posiciones
reales (p°,, 2°;) (p'1, x',), etc. pueden no formar puntos de cual-
quier curva fijada de demanda. Y si queremos ajustar alguna curva
a estos puntos de posiciones reales, tal curva no debera emplearse
para predecir el efecto del proximo cambio del precio. Para en-
contrar el modelo de un individuo en un momento dado, tendremos
que preguntarle, y que €l nos responda, lo que haria si el precio
cambiase alternativamente a ciertas cantidades. '

Podemos considerar la figura primera como un esquema csta-
tico, mientras la figura segunda representa uno dinimico, a causa
de que en la figura primera la sucesién de cambios en los precios
¢s irrelevante mientras en la scgunda es esencial. Sin embargo, no
subrayamos aqui tanto la sucesién de los cambios del precio-canti-
dad en el tiempo como cl hecho real de llevar a caho una decision
planeada que conduce al individuo a un nuevo “medio™, por asi
decirlo, donde él se comporta de forma distinta a la que pensé que
¢e comportaria antes de llegar a ese punto.”

Si un esquema igual que el de la figura segunda esta mas
cerca de la realidad que la figura primera, entonces, naturalmen-
te, un intento de emplear el esquema de la figura primera fallara.
Por otra parte, si la teoria opera con modelos acotados iguales
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a los de la figura segunda, entonces los registros historicos de las
combinaciones de los precios-cantidades reales no son los datos
importantes de la teoria.

Un esquema irreversible igual que el de la figura segunda co-
rrientemente puede reducirse a uno reversible introduciendo mas
variables. Podemos, por ejemplo, suponer que los modelos de de-
manda de la figura segunda cambian de una forma regular -con
las posiciones iniciales con las que esta asociada la tcoria. Sean
las variables X,, P,, el precio y cantidad que representan posicio-
nes reales del individuo, y sea (x,, p,) cualquier punto del modelo
dc demanda que pasa por (x,, p1). Puede suceder que el comporta-
miento individual se pueda describir por una relacién del tipo

2 =F(pnX,,p) [6.4]

en donde F es tal que

o =F(p,X.p) A (6.4']

Esta funcién debera entonces ser compatible con la serie de
tiempo de los precios y cantidades realmente consumidos. Mas es-
pecificamente, cada par de puntos sucesivss representan posiciones
rcales que satisfaran {6.4], es decir, si (x,, p°) v (x,. p’y) son
dos puntos sucesivos, tendremos

2 =F (e nph) (6.5]

Podriamos entonces determinar los parametros de F por medio
de la serie real de tiempo, por [6.4] podriamos calcular el mode-
lo de demanda para cualquier punto inicial dado (;1, 7),)

Este esquema es posible que sea demasiado sencillo. En gene-
ral tendremos probablemente que introducir como variable no so-
lamente la posicién instantanea del individuo, sino también la
sucesion total de las posiciones pasadas, asi como las longitudes de
los intervalos de tiempo existentes entre los cambios de precios v
la situacién, podria, por otra parte, ser atiin mas complicada cuando
todos los otros precios también varien. Esto se excluye de nuestra
discusién anterior. ;Cuando no es posible ajustar de esta forma se-
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ries histéricas a los esquemas de relaciones reversibles? Es una
pregunta que no puede contestarse « priori. Asi hemos tratado de
ponerlo de manifiesto. ) )

Ademas de las dificultades del tipo antericrmente discutido, las
cuales parecen —en cuanto a cuestién de principio— muy senci-
Itas y claras, yo no veo que las series de tiempo econémicas tengan
ninguna otra propiedad “mistica” que las haga incompatibles con

la teoria econémica.

7.—La cuestion de sencillez en la formulacién
de Leyes Economicas

Indiquemos por y una variable econdmica. Los valores observa-
dos de la cual pueden considerarse como resultados de decisiones
econémicas planeadas, tomadas por individuos, Empresas, ete. (por
ejemplo y puede ser el consumo anual de una cierta mercancia
dentro de un grupo de individuos o el tanto anual que ellos abo-
nan de su renta, etc., o puede ser la tasa de produccion de una
industria monopolizada, o las importaciones mensuales de un cierto
material, acero, etc., etc.). Comencemos por suponer que la varia-
ble y esta influida por un numero de factores causales. Este punto
de vista esta profundamente enraizado en nuestro modo de razonar
sohre las cosas que ohservamos en la realidad.

No necesitamos captar las nociones de causa y efecto en cual-
quier sentido metafisico. Lo que indicamos es solamente que los
individuos, Empresas, etc., ¢stan limitados en el proceso de adap-
tacién en sus planes y dccisiones por un conjunto de condiciones
que son los datos. Dentro de los limites dados por estas condiciones,
el proceso de adaptacién consiste en elegir lo que se designa como
la “mejor” decisién, ya sea en un sentido ya sca en otro. Supone-
mos que los individuos tiencn un sistema de modelos de preferen-
cia que determinan las “mejores decisiones” correspondientes a
cualquier conjunto dado de condiciones limites. Tendremos, por
lo tanto, el siguiente esquema:

Condiciones dadas.  Sistema de modelos “Mejor decision”.
Variables indepen-  de preferencia. Variables depen-
dientes, dientes.

[7.1]
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Si el sistema de modelos de preferencia establece una corres-
pondencia entre el conjunto de condiciones dadas y el de “mejor
decision™, de tal forma que para cada conjunto de condiciones hay
una, y solo una, mejor decision, podremos saltarnos la parte cen-
tral de [7.1] v decir que las decisiones de los individuos, Empre-
sas o grupos e:tan determinados por el sistema de las condiciones
limites de eleccion dadas (variables independientes).

En una cuestién de principio, quiza podrian aparecer algunas
dificultades logicas deducidas del hecho de operar con tal relacion
causal anivoca. En efecto, los economistas modernos han dado mu-
cha importancia a la necesidad de operar con relaciones del tipo
de dependencia mutua en lugar de relaciones del tipo causa-efecto.
Sin embargo, yo creo que ambas clases de relaciones tienen lugar
en la teoria econdémica, y, por lo tanto, no es necesario oponer unas
4 otras a causa de que un sistema de relaciones del tipo de depen-
dencia mutua para Ja economia como un total puede construirse
dc sistemas abiertos de relaciones causales dentro de los sectores
varios de la Economia. Lcs factores causales (o las variables inde-
pendientes) para una seccion de la Economia pueden, a su’vez,

. ser variables dependientes en otras secciones, mientras que en é€sta
las variables dependientes de la primera seccién entran como in-
dependientes. E]l hecho esencial cs que mientras para la Economia
como un total todo depends de otro todo, para cada individuo,
Empresa o grupo, hay ciertos factores a los que los individuos, Em-
presas o grupos consideran como datos. La nocién de factores cau-
sales es de un caracter relativo mas que ahsoluto.

Nos permitiremos, por lo tanto, aceptar el punto de vista de
que las decisiones que producen el ahorro, €l consumo, etc., es-
tan influidas por un numero definido de factores causales relacio-
nados x,, x,, ... Nuesira esperanza en teoria e investigacién eco-
némica es que pueda ser posible establecer relaciones constantes y
relativamente sencillas entre las variables dependientes (del tipo
descrito anteriormente) y un nimero relativamente pequeiio de
variables independientes x. En otras palabras, esperamos que cada
variable y sea explicada por un nimero relativamente pequeiio de
factores explicatives, las variaciones de los cuales son practicamen-
te decisivos para determinar las variaciones de y. (El problema de
la simplicidad de la forma de una relacién es corrientemente mu-
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cho menos importante que el del nimero de variables que lleva
consigo a causa de que si sabemos que hay una relacién funcional,
corrientemente es posible aproximarla desarrollando la funcién en
serie.)

Cuando, o no, pueden establecerse tales relaciones sencillas
deben decidirse por ensayos reales. A priori nunca puede demos-
trarse que sea posible o imposible. Pero podemos hacer algo que
nos dé alguna indicacién sobre nuestras razones para ser optimis-
tas o pesimistas; trataremos de explicar cémo debe: ser la situacion
real para que no tengamos esperanza de poder establecer relacio-
nes sencillas y estables.

Antes de nada, es necesario definir lo que entendemos por “in-
fluencia” de un factor econémico. Esta expresion tal como se ha
empleado en la literatura econémica, parece que tiene diferentes
significados. Distinguiremos entre dos nociones difcrentes de “in-
fluencia”, a las que llamaremos respectivamente influencia potencial
¢ infiuencia de “facto”. Definiremos primero estos dos conceptos
desde wn punto de vista formal.

Sea y’ una variable tedrica definida como una funcién de n varia-
bles “causales” independientes x;, x5, ..., x5

y = f(x1s 255 s x0) [7.2]

en donde f esta definido dentro de un cierto dominio de las varia-
Lles x,. La influencia potencial del factor x, sobre y’ la definire-
mos como Ay, y y vendra dado por

Ai )" - / [xl’x2$ ("rl + A xi), ~~~axn] _f(xl,x:_;, ey xn) [7.3]

en donde Ax; es una magnitud positiva tal que x; + Ax; esta dentro
del dominio de definicién de f. Es evidente que la cantidad A; y en
general dependera de las variables x asi como del valor Ax;. Y por
otra parte, lo que entendemos por un grande o pequecio A x; de-
pendera de las unidades de medidas de las variables x;. Para com-
parar el tamano de la influencia de cada variable x; tendremos que
elegir para cada punto (x,, x,, ..., x,) un desplazamiento (Ax,, Ax,,
..., Ax,) que se considere de igual tamafio de acuerdo con alguna
norma de juicio. (Por ejemplo, una norma particular puede consis-
tir en definir los incrementos Ax en cualquier punto del espacio de
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las variables x como constante. e iguel a un porcentaje de las x,,
X, ..., Xy respectivamente.) Para un sistema dado de incrementos
Ax,, ..., Axy, las influencias potenciales son, evidentemente, propie-
dades formales de la funcién f.

Definamos ahora la nocién de influencia de facto de x, sobre y'.
Fn contraste con la influencia potencial, la influencia de facto se
refiere a un conjunto de valores de y’ correspondiente a un conjunto
de sistema de valores de las variables x,, x,, ..., x, clegidos de acuer-
do con algin principio externo. Sea

’

¥ 1o Xg1s Xogs cevevenns .
’

¥as Xyzs Xpoy coeerennn s Xno [7.4]
,

Y Ny XNy XoNg ceveeennn s XnN

un conjunto de N sistemas de tales valores. Por influencia de facto
de x; sobre Yy’ dentro de este conjunto de valores entendemos, a
grandes rasgos, las partes de y'}, ¥'5, ..., ¥'n que pueden adscribirse
a las variaciones de x;. Esto puede decfinirse cualitativamente de
varias formas. Una puede ser la siguiente: Reemplazamos la varia-
ble x; en [7.2] por una constante, ¢; que se dctermina de tal forma

que

N
‘_\)l == zj [f (xl.n Xypja-r-a Xijs ~~~9-rnj) -
1

—f(x“, Koty ---3Ciy --us xn_y) ]2
[7.5]
sea minimo respecto a c;.
Suponiendo que tal minimo existe, la influencia de facto sobre
y" de la variable x; en el sistema [7.4] podria entonces, por ejem-

plo, definirse como: Constante \/ Q).

De las definiciones anteriores es evidente que la influencia po-
tencial de un factor puede ser grande mientras —al mismo tiempo—
la influencia de facto del factor en un conjunto de datos particulares
puede ser cero o muy pequefia. Y reciprocamente, las influencias
potenciales pequenias (pero no idénticas a cero).

Esta distinciéon es fundamental. Si queremos explicar una cierta
variable observada y un sistema de factores causales, no hay, en
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general, limite para el numero de tales factores que pueden tener
influencia potencial sobre y. Pero la naturaleza puede limitar el
numero de factores que tienen una influencia de facto no despre-
ciable a un numero relativamente pequefio. Nuestra esperanza de
leyes sencillas en Economia rcside en el supuesto de que podameos
proceder como si tales limitaciones naturales del nimero de facto-
res importantes existiese. Discutiremos esto con un poco mas detalle.
Supongamos que, fuera de un —quiza infinito— nimero de fac-
tores x;, X5, ..., con una influencia potencial sobre ¥, elegimos un
nimero relativamente pequenio, x;, %, ..., X5, Y consideremos una
cierta funcién
¥* = Ulxy,xp .. xy) [7.6]
de estas variables. Supondremos que si todos los otros factores any,,
¥nizs ... (suponiendo que son numerables) deciden no variar ten-
driamos y = y* para todo conjunto de valores obhservados (y,, x;,
Xas ...y Xy) ¢ Podria el conocimiento de tal relacion ayudar a “ex-
plicar” los valores reales de y? Podria, siempre que la influencia
de facto dc los factores no especificados fuesc muy pequeiia en com-
paracion de la de los factores especificados x,, x,, ..., x,. Este puede
ser el caso siempre que [1] los factores no especificados varien con-
siderablemente. Con tal que su influencia potencial sca muy pe-
quena [2] las influencias potenciales de los factores no especifica-
dos sean considerables, pero al mismo tiempo estos factores no
cambien mucho o lo hagan raramente con los factores especificados.
Por otra parte, supongamos que todos los factores x,, x,, ..., x,,
Xn+1 -.-» 0 por lo menos un gran ntmero de ellos, fuezen del siguiente
tipo [1]. Cada factor ticne una influencia potencial considerable
sobre y [2]. Cada x varia corrientemente muy poco, pero ocasional-
mente tiene alguna variacién grande. Como hay un gran nimero
de factores x estamos scguros que ocasionalmente ocurrira al-
guna gran variacion casi siempre en uno u otro factor. Elegir un
pequciio nimero de factores x, suponiendo ¢l resto constante, podria
ser una ayuda muy pohre para “explicar” las variaciones actuales
vhservadas en y, es decir, relaciones del tipo [7.6] tendrian muy
poca persistencia en el tiempo si y fucse sustituido por y*, sencilla-
mente a causa de las condiciones ceteris paribus x,., = constante,
Ay+0 = constante, no se aproximarian a la realidad. Desde el punto
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de vista de “explicar” la realidad, podremos decir que seria practi-
camente imposible construir una teoria tal que el disefio asociado
a los cxperimentos pudiese aproximarse a lo que se realiza por la
Naturaleza. Desde el punto de vista de comprobar ciertas relaciones
simplificadas de la teoria, podriamos decir que, en la situacién
que acabamos de describir, seria imposible -encontrar datos para
tal propésito por medio de observaciones pasivas.

¢ Cual es la situacion real de lo que sabemos por experiencia en
la investigacién econométrica? ;Necesitamos considerar un niimero
enorme de factores para cxplicar la decisién de producir, consumir,
etcétera? Yo creo que nuestra experiencia nos dice todo lo contra-
rio. Cuando tratamos a priori de especificar lo que nosotros pensa-

mos que son “factores importantes”

nuestra imaginacion queda ex-
hausta rapidamente, y cuando tratamos de aplicar nuestra teoria a
los datos (por ejemplo, ciertos métodos de regresion) corrientemente
nos encontramos con que un gran mimero de Jos factores de nues-
tra primera lista no tienen una importancia de facto.

Frecuentemente nuestra mayor dificultad en la investigacion eco-
nométrica no reside en establecer relaciones sencillas entre series de
observaciones reales, sino mas hien en el hecho de ue las relaciones
observables, sobre ciertos intervalos de tiempo, son mas sencillas
yue lo que esperabamos que fueran por la teoria; de ese modo des-
perdiciamos elementos de una teoria que serian suficientes para ex-
plicar “roturas en la estructura” que aparecen posteriormente. Este
es el problema de la autonomia de las relaciones economicas, que
discutiremos ahora.

8.—La autonomia de una relacion economica

Todo investigador en el campo de la Economia ha pasadoe pro-
hablemente por la siguicnte experiencia: Cuando trata de aplicar
las relaciones establecidas por la teoria econémica a las series reales
observadas de las variables que se trata, encuentra frecuente-
mento que las relaciones teoricas son “innecesariamente complica-
das”, podriamos actuar con menos variables que las supuestas a
priori. Pero también ocurre que, cuando tratamos de hacer predic-
ciones con tales relaciones simplificadas para un nuevo conjunto de
datos, las relaciones éstas corrientemente no se cumplen, es decir,
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- que aparecen discontinuidades en la estructura de los datos. Para el
nuevo conjunto de datos podemos encontrar también una relacién
sencilla, pero diferente. Si no apareciesen cstas discontinuidades,
quedariamos perplejos ante esta inesperada simplicidad, ya que de
nuestras consideraciones tedricas tenemos la sensacion de que la vida
econémica es capaz de producir variaciones de un tipo mas general.
Algunas veces, por otra parte, la situacién puede explicarse directa-
mente por el hecho de haber incluido en nuestra teoria factores que
no tienen influencia potencial sobre las variahles que hay que ex-
plicar. Pero frecuentemente yo crco que la sorpresa es el resultado
«#e confundir dos clases diferentes de variaciones de las variables
cconomicas, llamadas variaciones hipotéticas libres y variaciones
(ue estan restringidas por un sistema de relaciones simultaneas.

Veremos mejor esta diferencia considerando las operaciones ra-

' cionales en virtud de las cuales se construye un sistema teérico de
relaciones. Tales sistemas representan intentos de reconstruir de una
forma simplificada el mecanismo que pensamos corresponde al fe-
nomeno que observamos en el mundo real. Para tratar de recons-
truir estos mecanismos consideremos una relacion en un tiempo.

Supongamos, por ejemplo, que estamos considerando n variables
teoricas x'y, x'y, ..., X'n que comparamos respectivamente con n va-
viables observadas x,, x,, ..., x,. Imponemos ciertas relaciones a
las n variables teéricas, de tal forma que pensamos que estas varia-
bles tedricas estan obligadas a mostrar alguna correspondencia con
lus variables observadas.

Esto establecido, consideremos una relacién particular, a saber:
¥, = f(x5, ..., x°y). Para construir tal relacién razonamos de la
siguiente forma: si x’, e; tal y tal, 2’5 tal y tal, ctc., entonces ten-
dremos un cierto valor de x';. En este proceso no es problema cuando
estos “supuestos” ocurren o no. Cuando imponemos mas relaciones
a las variables, una gran cantidad de estos “supuestos”, que eran
posibles para las relaciones x';, = f separadamente, pueden sexr impo-
sibles a causa de que violan las otras relaciones. Después de haber
impuesto un sistema total de relaciones, nos quedara muy poco de
toda la variacién hipotética con la que comenzamos. Al mismo tiem-
po, si hacemos una cuidadosa eleccion de las relaciones teéricas,
puede ocurrir que las posibles variaciones concuerden bien con las
de las variables observadas.
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¢Por qué empezamos con unas variaciones mucho mas genera-
les que las que necesitamos finalmente? Supongamos, por ejemplo,
que el sistema de relaciones walrasiano del equilibrio general fuese
una pintura verdadera de la realidad; ;qué ganariamos operando
con este sistema general en lugar de con la sencilla afirmaciéon de
que cada una de las cantidades que aparecen es igual a una cons-
tante? La ganancia es esta: Actuando sobre la relacién general con-
cebimos un-amplio conjunto de posibilidades que pueden correspon-
der a la realidad que esta regida por una relacién solamente. El
sistema de relaciones simultaneas de una explicacién del hecho de
que, fuera de este enorme conjunto de posibilidades, solamente una
muy particular sera’la que realmente aparece. ;Pero una vez que
esto esta establecido, podriamos olvidarnos del proceso total y que-
darnos con la descripcion simplificada? Es aqui donde el problema
de la autonomia de una relacién econémica se presenta. El signifi-
cado € importancia de esta nocién creo que puede aclararse con la
siguiente analogia mecanica.

Si hacemos una serie de pruebas dec velocidad con un automdvil
rodando en una llanura, por una arida carretera, seremos capaces
de establecer una relacion funcional muy precisa entre la presion
del gas en el cilindro (o la distancia del pedal acelerador al suelo
del coche) y la velocidad correspondiente del coche. Y el conoci-
miento de esta relacién puede ser suficiente para conducir el coche
a ‘'una velocidad especificada. Pero si un individuo que no conoce
nada dc automéviles necesita saber como funcionan, nosotros no le
aconsejariamos que perdiese el tiempo en medir una relacion ana-
loga a la anterior. ;Por ‘qué? Primero, a causa de que tal relacion
deja el total mecanisino interno del coche en un misterio completo,
y, segundo, porque tal rélacion puede romperse en cualquier momen-
to, en cuanto haya alguna discordancia en cualquier punto del motor
del coche. (Comparar esto, por ejemplo, con las muy conocidas
relaciones desplazadas entre las curvas de Harvard A-B-C.) Decimos
que ta] relacién tiene muy poca autonomia (2) a causa de que su

(2) Este término, asi como muchas ideas del anilisis de esta seccién, se
han tomado de un articulo mimeografiado de Racnar Frisu: Statistical Versus
Theorical Relations in Economic Macro-Dynamics (Memoria mimeografiada pre-
parada por la Business Cycle Conference at Cambridge England, july 18-20-1938,
discutido por S. Tirbergen, publicada Liga de las Naciones, 1938.) .

20
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existencia depende del cumplimiento simultaneo de un gran numero
de otras rclaciones, algunas de las cuz_llcs son de naturalcza transi-
toria. Por otro lado, las leyes generales de la termodinamica, ka di-
namica, la friccién, etc., son relaciones altamente auténomas, con
respecto al mecanismo del automévil, a causa de estas relaciones
describen la funcién de alguna parte del mecanismo, independien-
temente de lo que sucede en otras partes.

Llevemos esta analogia al mecanismo de la vida econémica. La
teoria econémica se construye en el supuesto de que las decisiones
de los individuos de producir y consumir pueden describirse por
ciertas relaciones fundamentales de comportamiento, y que, a su
vez, hay ciertas restricciones institucionales y técnicas en la libertad
de elegir (tales con funciones técnicas de produccion, restricciones
legales, etc.).

Un sistema particular de tales relaciones define una estructura
tedrica particular de la Economia; es decir, define un conjunio ted-
rico de posibles conjuntos de valores simultineos o conjuntos de
series de tiempo para las variables econémicas. Puede ser necesario
—y esta es la tarea de la teoria econémica— considerar varias alter-
nativas de tales sistemas de relaciones, esto es, varias estructuras
alternativas que pueden corresponder aproximadamente a Jla reali-
dad econémica en cualquier tiempo. A causa de que la “estructura
real” puede cambiar, y corrientemente ocurre en varios aspectos.

Para hacer esta idea mas precisa, supongamos que es posible de-
finir una clase Q de estructuras tal que un miembro u otro de esta
clase puede, aproximadamente, describir la realidad econémica en
cualquier situacion prdacticamente concebible. Supongamos que de-
finimos alguna medida no negativa del “tamafo” (o “importancia o
credulidad”) de cualquier subclase w de €, incluyendo al mismo
Q, tal que si una subclase contiene totalmente a otras subclases,
la medida de la primera es mayor, o por lo menos igual, que la de
la segunda, y tal que la medida de Q2 es positiva. Consideramos
ahora una subclase particular (de Q) conteniendo aquellas estruc-
turas —y solamente aquellas que satisfacen una relacién particu-
lar A. Sea w4 esta subclase particular (por ejemplo, ws puede ser la
subclase de todas aquellas estructuras que satisfacen unma funcién
de demanda particular). Decimos entonces que la relacion “A” es
autonomae respecto a Jla subclase de estructuras w,. Y decimos
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que “A” tiene un cierto grado de autonomia que sera tanto mayor
cuanto mayor sea el “tamaifo” de ®, cuando se ccmpara con
el de Q.

La labor principal de la teoria econémica es establecer relacio-
nes tales que se pueda esperar que posean grado de autonomia lo
mayor posible.

Cualquier relacién que se deduzca combinando dos o mas rela-
ciones dentro de un sistema se llama relaciones confluentes. Tales
relaciones confluentes tienen, por otra parte, generalmente un grado
de autonomia mas bajo (nunca mas alto) que el de las relaciones
de las que se ha deducido, y todo lo mas como la ¢ue lo tenga mayor
de las relaciones diferente de las que depende. De un sistema de
relaciones, con un cierto grado de autonomia, podemos deducir una
infinidad de sistemas de relaciones confluentes. ;Cdémo podriamos
distinguir el sistema “original” v un sistema de relaciones con-
fluentes? Este no es un problema de independencia matematica, o,
en forma mas general, no es un problema de pura légica, sino un
problema de conocimiento real sobre el comportamiento del feno-
neno y de hacer supuestos reales acerca de ellos. Cuando tratamos
de establecer relaciones con alto grado de autonomia, tenemos en
cuenta cambios en la estructura econémica que podrian perturbar
nuestras relaciones, tratartamos de obtener de estas relaciones lo
que realmente esperaramos tenga un gran grado de invarianza
respecto a ciertos cambios en la estructura ‘“razonables”,

Es obvio que la autonomia de una relacion de cste tipo es un
concepto muy relativo, en el sentido de que cualquier sistema de
relaciones hipotéticas entre fenomenos reales puede deducirse de
otro sistema mas basico, es decir, un sistema con alto grado de
autonomia respecto a los cambios estructurales.

La construccién de sistemas de relaciones auténomos es, por lo
tanto, una materia de intuicion, es un arte.

¢Cual es la relacion entre el grado de autonomia de una rela-
cién y su grado observable de constancia o persistencia?

Hay que sefialar que constancia o persistencia indica sencilla-
mente_invarianza respecto ciertos cambios hipotéticos en la estruc-
lura, entonces el grado de constancia y el grado de autonomia
podrian ser dos nombres diferentes de la misma propiedad de
una relacién econdmica. Pero si consideramos la constancia
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de una relaciéon como una propiedad del comportamiento de las
observaciones reales, hay aqui una diferencia clave entre las dos
propiedades a causa de que el grado de autonomia se refiere a
una clase de variaciones hipotéticas en la estructura, para las cua-
les las relaciones podrian ser invariantes, mientras la persistencia
depende de las variaciones que ocurran realmente. Por otra par-
te, si siempre trataramos de formar relaciones autonomas con
respecto a aquellos cambios que en efecto son mads probables que
ocurran, v si lo consiguiéramos entonces, desde luego, habria una
conexion intima entre la persistencia actual y el grado tedrico de
autonomia. Para poner de manifiesto estas ideas un poco mas cla-
ramente todavia, estudiaremos una seccién puramente formal.
Supongamos que tenemos un sistema econdémico, el mecanismo
del cual puede caracterizarse por las variaciones de n cantidades
medibles x,, x,, ..., x,. Supongamos que la estructura de este meca-

nismo puede describirse por un sistema de m < n ecuaciones:
Cfilxy gy e xy) =0 (i=1,2,...,m) [8.1]

s — m) de las variables —podrian ser xmiy, Xmizy ...y Xn— S€ SUPO-
nen datos dados. El sistema [8.1] podria, por ejemplo, hacer posi-
ble expresar cada una de las m primeras variables univocamente

cn funcion de las restantes n — m. Tal solucién sera

X, = Ul (xméls ooy Xy)
X2 :Uz (X-m”-, s Xp)

xm = Up (xmns ceer Xn)

[8.2]

El sistema [8.2] describiria las covariaciones de las variables
tan bien como el sistema original [8.1]. Pero supoﬁgamos que hu-
biese ocurrido un cambio en la estructura del siguiente tipo. Una
de las_funciones f, en [8.1], por ejemplo la f,, sc reemplaza por
otra funcién f',, mientras todas las demas relaciones de [8.1] per-
manecen constantes. En general esto podria cambiar totalmente el
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sistema [8.2], y si nosotros decimos que no ha cambiado el siste-
ma [8.2] (por ejemplo, a causa de no conocer el sistema original
[8.1]. Algunas o todas las rclaciones mostrarian falta de constan-
cia respecto a las observaciones que resultarian de la nueva estruc-
tura. Por otra parte, las ultimas m — 1 ecuaciones en [8.1] podrian
—por definicion— quedar inalteradas por los cambios estructura-
les. Puede suceder, como ocurre corrientemente, que una o dos
ecuaciones de [8.1] rompan la estructura mientras las restantes
permanecen validas. Entonces cualquier sistema [8.2] correspon-
diente a un sistema fijo [8.1] podria presentar una pequefia per-
sistencia respecto a las observaciones reales.

En este esquema, las variables xp.1, Xmios -..5 Xn eran, por hipo-
tesis, libres, podian moverse de una forma arbitraria. Esto incluia
la posibilidad de que, por ejemplo, todas estas variables libres pu-
diescn moverse como funciones hien definidas del tiempo. por

¢jemplo:

Xm:iy — &1 (1)

Xm:ig == &2 (1)

[8.3]

en la medida en que esto sea cierto podremos. expresar las varia-
bles x,, x,, ..., xy como funciones de xmi;, Xmizs ..., x, de formas
muy diferentes. Por cjemplo, sera posible expresar x; como una

funcion de x,, es decir

x, = F(x,) . C [84].

¢Pero puede esta relacion emplearse para juzgar el efecto so-
hre x, de varios cambios arbitrarios en x,? Evidentemente no, ya
que la existencia real de [8.4] descansa sobre el supuesto de que
[8.3] se aplique. La relacién [8.4] puede ser altameénte inestable
para tales cambios arbitrarios, y la persistencia eventual observada
por [8.4] en el pasado, cuando [8.3] se aplicaba hien, puede no in-
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dicar nada en esta nueva situaciéon. En la préxima situacién, el
sistema origina [8.1], o incluso el sistema [8.2] pucde todavia ser
bueno si nosotros lo conocemos. Pero encontrar un sistema tal de
relaciones altamente auténomas en el caso actual no es un proceso
analitico, es una tarea consistente¢ en hacer hipotesis fructiferas
de como la realidad es en la actualidad.

Aclararemos estos puntos con dos ejemplos.

Primeramente consideraremos un esquema el cual creo que tie-
ne relacién con el problema de deducir curvas de demanda de las

series de tiempo.

Sea x la tasa de consumo por cabeza de una mercancia en un
grupo de individuos que tienen igual renta monetaria R, Sea p el
precio de la mercancia y sea P el indice de coste de vida. Supon-
gumos que la siguiente funcion de demanda es la actualmente ver-
dadera:

P R
+b—Fc+ce [8.5]
|

x=a

P

en donde «, b, ¢ son ciertas constantes vy z es una variable aleatoria
con “varianza hastante pequena” y tal que los valores csperados

de x son

1 R p R
E [ x| sy —— | =6——+b—r+c. [8.6}
P P P P

Supongamos que [8.5] es auténoma en el siguiente sentido.

_ . p R
Para cualquier par de valores arbitrarios de — y —, el valor co-

P P

rrespondiente de x puede estimarsc por [8.6]. Supongamos que
cstamos interesados solamente en variaciones que son pequeciias
respecto un cierto nivel de las variables. Entonces podemos apro-
ximar [8.3] por una relacién lineal de la siguiente forma: Sean
Pos Ro ¥y P, los valores medios de p, R y P respectivamente, Ten-
dremos:
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Po + (P —po) R, + (R —R,)
x=a . 4+ b +c+:z:=
P, +-(P—P,y) P, +(P—P,)
P, + (p—Py) 1 R, + (R—Ry)
=« . + b +
P, P—P, P,
1+
P,
1 “Po+ (p—po) P—P,
+ —- +ec+ ez <]—— >+
P—P, P, P-P,
14 -
P,
Ro + (R —Ry) P—P, « ap,
—}—b———————(l—————-—) o p— P+
P() P(] PO on
ap, alp—py) (P.—Py b bR, bR,
+ — + R———P —
P, P?, P, P2, .

bR —R,) (P—py,)
- +ecte.
P

Si las desviaciones (p— P,), (P—Py) y (R —R,) son peque-
iias comparadas con p,, P, y Ry, podemos despreciar los términos

en que aparecen dos productos de estas desviaciones. Obteniendo
entonces

x=Ap+BR+CP+D+¢ [8.7]

¢n donde
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I4

¢’ es un nuevo término residual que también contiene los erro-
res introducidos por las anteriores aproximaciones. Para pequeias
variaciones de las variables & practicamenté puede no distinguir-
se de €.

Lo que indicamos ahora ¢s que si los datos p, P y R que se
emplean para deducir funciones de demanda tienden, por una u
otra razon, a moverse como funciones regulares del tiempo, enton-
ces puede entre estos datos existir otra relacion que tenga exacta-
mente la misma forma que [8.7], pero con diferentes coeficientes,
v que puede ajustarse a los datos en general mejor que [8.7]; y si
cambiamos esta otra relacion por [8.7] tendremos solamente una
relacién confluente, y no una aproximacion de la funcién de de-

manda [8.5].
Para ver esto escribamos [8.5] asi:
p( R(z)

x(t) =a + b +c+z (¢) . [8-5”]
P () P -

Supongamos ahora que las funciones del tiempo p(t), P(¢) y
R (t) —por algin motivo— son tales que satisfacen las relaciones

funcionales.
p (1)
— =k plt) + £, P1t) + Kk, € _ [8.8]
P '
R (1) .
——=m, Ri{t) +m, P(t) + m, [8.9]
Pt

en donde las k y las m son ciertas constantes. Una clase amplia de
funciones elementales de tiempo satisfacen tales ecuaciones fun-
cionales, y como quiera que este es el caso de las observaciones rea-
les de p, P y R, una ecuacién de la forma [8.7] puede ajustarse a
los datos. Pero no podremos emplear la ecuacién asi obtenida para
predecir el efecto de un cambio arbitrario del precio, o de la ren-
ta, @ causa de que esta ecuacién no es en general una aproxima-

cién de [8.5] sino un resultado confluente de [8.5], [8.8] y [8.9].
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Y, por lo tanto, puede no aplicarze, por ejemplo, para los cambios
cn los precios, los cuales violan [8.8] y [8.9] o ambas.

En general, debemos tener mucho cuidado cuando empleemos
un conjunto particular de datos en modificar la forma de las
relaciones a las cuales se ha llegado en virtud de bases tedricas
fuertcs. Por ejemplo, en el caso anterior podriamos haber llegado
a la conclusion que [8.7] era una forma mas correcta de la fun-
cion de demanda que [8.5], o por lo menos tan buecna, mientras
realmente, cuando [8.8] y [8.9] se cumplen totalmente, podemos
obtener una relacién de la forma [8.7] que no es una funcion de
demanda, y que deja de cumplirse tan pronto como p(t), P(t) y
R (t) tomen otra forma en el tiempo. .

Como un ejemplo del problema de la autonomia de una rela-
¢cién econdniica con respecto a un cambio en le politica economica,
consideremos ¢l modelo economico hase de la famosa teoria de la
tasa de interés y precio de la mercancia de la teoria wickseliana
{(con ohjeto de simplificarla y acortarla, haremos algunos supues-
tos mas restrictivos que los de Wicksell. Nuestro modelo no hace,
pues, justicia total a las profundas ideas de Wicksell).

Consideremos una sociedad donde sélo hay tres grupos econé-
micos diferentes: a), individuos; &), Empresas privadas; ¢), Ban-
cos. Supondremos que 1), todos los individuos dividen su renta en
dos partes. Una consistente de gastos + dinero en casa; la otra parte
se ahorra, y todos los ahorros se depositan en los Bancos. No hay
otro ahorro en la sociedad. 2), toda la produccién en la sociedad
tiene lugar en las Empresas. Las Empresas son organizaciones im-
personales, guiadas en su politica de produccién por los beneficios
esperados solamente. Estas pueden hacer nuevas inversiones por
medio de préstamos bancarios solamente. Distribuyen sus benefi-
cios entre los individuos. 3), los precios de bienes y servicios de
todas clases varian proporcionalmente a través del tiempo y pue-
den venir representados por una variable comiin llamada nivel de
precios. 4), los Bancos tienen el poder de expendir o contraer el
crédito. Supondremos que solamente hay una tasa monetaria de
interés, la cual es la misma para todos los Bancos y para los prés-
tamos y depdsitos. (Esto da una descripcién aproximada del mode-
lo que estamos discutiendo; dificilmente es posible dar una des-
cripcion exhaustiva de un modelo con palabras. La descripcién
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precisa se da implicitamente a través de las restricciones impues-
tas al modelo.)

Estamos interesados principalmente en el efecto sobre el precio
de ciertos cambios en la politica crediticia de los Bancos.

Para ello introduzcamos las siguientes notaciones:

1. S(t) = ahorro total por unidad de tiempo.

2. I(t) = inversion total por unidad de tiempo.

3. p(t) = tasa de interés de los Bancos en el tiempo.
4. P (t) = nivel de precios en el tiempo ¢t.

5. R (t) = renta nacional por unidad de tiempo.

Introduciremos ahora un sistema de relaciones fundamentales
(que describan el mecanismo de nuestro modelo. Consideremos re-
laciones lineales para mayor sencillez.

Primeramente supondremos que existe una funcién de oferta
del mercado para el ahorro de la siguiente forma:

S(e) =ag+a,p(t) +a,P(t) +a,P(t) +a,R(®) (8.10]

La ecuacién dice que la oferta de ahorro (depésito en los Bancos)
-—aparte una constante— depende de la tasa de interés. La renta
total, ¢l nivel de precios y la espectativa respecto al futuro valor
rcal del dinero ahorrado, que esta representado por la tasa de
cambio en el nivel de precios P(1). Es real suponer que a, y a,
son positivos, y a, y a; negativos.

Consideremos ahora la siguiente funcion de demanda para los
préstamos bancarios:

It =Dbo + by p (0) + b, P () ++ by P (1) [8.11]

en donde b, es negativa y b, positiva, mientras el signo de b, es
incierto, a priori b, debe ser positivo a causa de que, cuando el
nivel de precios es creciente, las Empresas esperan vender factores
de produccién en un mercado menos expansivo que en el que ul-
timamente vendian los productos acabados, y el elemento beneficio
es un incentivo a la inversion.

Si los Bancos prestan a las Empresas un montante igual a los
depositos, nunca mas ni menos, es decir si

I(t) = S - [8.12]
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ee deduce de [8.10], [8.11] y [8.12] que a cada valor de R ().
P(t) y P(¢) correspondera a una cierta tasa de interés de equili-
brio en el mercado p (t) llamado por Wicksell la tasa normal. Esto

cs, tendriamos:

by, —«a, b, —a, by, —ag
plt) = + P@t) + —— P () —
a, — b, a, — b, @, — b,
a,
_— Rty =Ay -+ A, () =-A, () + A,R(D
a, — b,

[8.13]

en donde p(t) es el valor de p(t) que satisface [8.10], [8.11] y
{8.12] y donde las A son las notaciones abreviadas para los coefi-
cientes de los términos intermedios.

Si los Bancos quisieran expandir o contraer de forma activa la
cantidad de dinero (esto es, si quisieran cambiar la cantidad de
dinero que existe fuera de los Bancos) tendrian que fijar una tasa
de interés p (t), que diferiria de p (t) definida por [8.13]. (Hay que

hacer notar que E(t) no indica una constante a lo largo del tiem-

po.) De [8.10] y [8.11] deducimos:

() —S (&) = (by— ao) + (by —a,) p () +

(8.14]
4 (by — az) P(e) + (by —ay) Pt) — «, R (¢)
la cual, para p(t) = p (1), se reduce a
0 = (by —ag) + (b, —a,) (1) & (b, — az) P(1) +
. : [8.15]
+ by —a;) P(t) —a, R(t).
Restando [8.15] de [8.14] obtenemos

1) —S() =(b,—a,) [p(t) —p()] . (8.16]

lo cual dice que el montante de “inflaccion monetaria” 1(¢) —S (1)
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proporcional (negativamente) a la diferencia entre la tasa de in-

terés actual del Banco y la tasa normal definida por [8.137].
Suponiendo que la corriente de “inflaccion” I(t) —S(t), toma-

da como un barémetro del gasto total, va acompaiiada por un au-

mento proporcional en ¢l nivel de precios, tendremos:
P@) =kIT)—Sw®)]. [8.17]

Combinando [8.16] y {8.17] obhtenemos:

P(@) =k(b,—a,) [pt) —p1)] [8.18]

lo cual es una expresiéon simplificada del teorema fundamental de
Wicksell acerca del efecto en el precio de la tasa de interés han-
caria cuando difiere de la normal.

Aceptando esta teoria (actualmente no estamos _int'eresados en
¢l analisis de su validez actual ni nada con ella relacionada, ya
gu¢ lo empleamos solamente como ejemplo), ;cuil puede ser el
grado de autonomia de las tres ecuaciones [8.16], [8.17] y [8.18]?

Consideremos primero la ecuacién [8.16]. Su validez en nues-
tra fundamentacion se bhasa en las dos relaciones fundamenta-
les [8.10] y [8.11]. Suprimiendo estas dos ecuaciones, diremos
que no imponemos ninguna restriccion a la forma en el tiempo de¢
las funciones p(t), P(t) y R(t). Por lo tanto, por hipdtesis, cual-
quiera que sea la forma en el tiempo de estas funciones, la forma
en el tiempo de 1(t) y S(t) —y, por lo tanto, también Ia forma en
el tiempo de I(¢) — S (¢)— se deduce de [8.10] y [8.11]. [[8.]6]
es solamente otra forma de calcular la diferencia I(t) —S(t),]
De [8.13] se deduce que a cada par de funciones en el tiempo
P (¢) (siempre que tenga derivada P(t)) v R {t) corresponde una
funcién del tiempo p (t), mientras que a cada funcién del tiempo
dada p(t) corresponde en general una infinidad de funciones del
tiempo P(¢) y R(¢). La ecuacién [8.16] es, por lo tanto —por hi-
potesis—, auténoma en el siguiente sentido: Para cualesquiera fun-
ciones del tiempo arbitrariamente elegidas p (¢) y p(t), la inflacién
del crédito 1(¢) — S (¢) se calculara a partir de [8.16].

Vemos que esta propiedad de [8.16] —si es cierta— no
es una propiedad matematica de la ecuacion. No puede funda-
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mentarse considerando la ecuacién. Se apoya en una hipétesis res-
pecto como la diferencia I(¢) —S(t) se comporta de facto para
varios cambios en la tasa de interés y la tasa normal. Con otro
modelo podriamos obtener una ecuacién exactamente de la misma
forma, pero sin la misma propiedad de autonomia. Por ejemplo,
supongamos que —como una consecuencia de algun modelo, cual-
Guiera que sea, el razonamicnto econémico particular sobre el que
se apoya— todas las funciones anteriores del tiempo tuviesen una
tendencia lineal. En particular, supongamos que I(t) —S(t) = m¢,

5(t) — o (t) = nt. Tendremos entonces:

m

I(t) —S() = —1[p(t) —p ()] [8.19]

n

el cual es de la forma [8.16]. Pero de [8.19] no podriamos calcu-
lar el efecto sobre I(t) —S/{t), es decir, varios tipos de politica
de interés, a causa de que cualquier cambio en p (1) que violara la
condicién p (¢) —p(t) =nt, podria romper el fundamento sobre
el que [8.19] reposa. La ecuacién [8.19] podria, no obstante, em-
plearse después de tal violacién, pero’ tendria que deducirse de
otro modelo.

La ecuacién [8.17] representa, por si, una relacion auténoma
respecto a ciertos cambios en la estructura. Es una hipétesis de
independencia acerca del nivel de precios, que dice, cualquiera que
sea la inflaccion del crédito 1(¢) —S(¢), podremos calcular la co-
rrespondiente razén de cambios del nivel de precios. Aqui no po-
demos conocer si esta propiedad de autonomia es cierta realmente.
Es un supuesto, y es tarea de la teoria econémica y el investigador
justificarlo.. . :

Hemos establecido que [8.16] y [8.17] son, en efecto, relaciones
altamente auténomas. ;Cual es la situacién respecto a la ecuacién
[8.18]? Evidentemente [8.18] tendra un menor grado de autono-
mia que [8.16] y [8.17] separadamente, ya que la clase de funcio-
nes de tiempo que satisface [8.18] es —por definicion— solamente
la clase de fuunciones que satisfacen [8.16] y [8.17] conjuntamente.

No hemos supuesto relaciones definidas que describan la po-
litica crediticia de los Bancos. Meramente hemos descrito el com-
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portamiento de individuos o Empresas en respecto a una tasa
de interés bancario. Partiendo de ciertos supuestos, tales como el
de la buena voluntad del ahorro y el interés, y suponiendo que un
aumento de crédito extra en ¢l mercado causa un cambio propor-
cional en el nivel de precios, hemos obtenido dos relaciones estruc-
turales [8.16] y [8.17]. La variable p (t) se consideré como un pa-
rametro libre. Podria quiza ocurrir que los Bancos, en un cierto
periodo de tiempo por lo menos, decidan seguir una cierta conduc-
ta en su politica del interés, o que la hagan para asegurar su liqui-
dez particular. Sobre este pediodo de tiempo puede suceder que se
pudiese anadir una nueva relaciéon a las anteriores, una relacion
describiendo —temporalmente— la politica bhancaria. Supongamos,
por ejemplo, que los Bancos, en un cierto periodo de tiempo, pro-
ceden como sigue. Cuando comprueban que 1(t) — S(t) tiene un
valor positivo proceden a alzar la tasa de interés, con objeto de
proteéer su liquidez, y, reciprocamente, bajan la tasa de interés
cuando I(¢) — S (¢) es negativo. Tal politica puede describirse por

la relacion
ety =c[I() —S() 1 18.20]
en donde ¢ es una constante positiva. A causa de [8.16] tendremos:
e =cby—a,) [P —p(1)]. [8.21]

Y combinando [8.18] y [8.21] tendremos:

k

P@) = p(t). [8.22]

c

La cual, aparentemente, dice que el nivel de precios se mueve
en la misma direccion qu la tasa de interés. ;Pero podriamos em-
plear esta relacién para calcular lo que “debia ser” el efecto sobre
el nivel de precios de alguna politica arbitraria del interés? Evi-
dentemente no, ya que [8.22] se aplica solamente cuando

R(t), I(t), S(t), P(r)

son funciones del tiempo tales que satisfacen simultaneamente [8.13],
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'8.16), [8.17] y [8.20]. Por lo tanto [8.22] no se emplea para juzgar
el efecto de cambio en la politica del interés. Para obtener con este
propésito una ecuacién, podriamos combinar [8.13] y [8.18]. Lo
cual daria unz relacion de la forma

P(e) +BP() =H,p() + H,R() +H, [8.23]

en donde B, H, H,, H, y H, son constantes dependicntes de las
de [8.13] y [8.18]. Aqui —por hipétesis— no hay restricciones en
la forma en el tiempo de las funciones p (t}, R (¢). Podemos elegir
tales funciones arbitrariamente y resolver la ecuacién [8.23] para
ohtener P (t) como una funcién explicita de p(£) y R (¢).

o Pero como hacerlo cuando no sabemos que sea [8.20] la que
hay que aplicar en vez de la [8.22]? No hay un método formal
en virtud del cual se establezca tal conclusion. En efecto, partien-
do de cualquier otro modelo con diferentes supuestos, podriamos
alcanzar conclusiones opuestas. Para alcanzar una decisiéon tene-
mos que conocer o imaginar —sohre la base de la experiencia ge-
neral— cual de las dos relaciones [8.22] u [8.23] debe ser, en
cfecto, la mas estable, si una hubicse de emplearse como relacién
auténoma. v

Resumamos la discusion del problema de las relaciones auténo-
mas: En la investigacion cientifica —en el campo de la Economia
asi como en otros campos— nuestra biusqueda de “explicaciones”
consiste en extraer las relaciones mas fundamentales entre las que

aparecen ante nosotros cuando *

‘contemplamos y miramos”. Cada
una de estas relaciones fundamentales la concebimos como inva-
riante respecto a una clas¢ mucho mas amplia de variaciones que
las particulares que se nos muestran en el curso natural de los
hechos. Ahora bien, aunque el fenémeno real que observamos dia
por dia esté realmente regulado por la accién simultanea de un
sistema total de leyes fundamentales, vemos solamente un poco de
la clase total de variaciones hipotéticas para las cuales cada una
de las relaciones fundamentales puede‘suponerse que se aplica.
(Este hecho también se relaciona con el problema mas serio de es-
timar relaciones fundamentales de las observacioncs. Este proble-
ma se discutira totalmente en el capitulo V.) Para las variaciones
que ohservamos, si es posible establecer una infinidad de relacio-
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nes sencillas combinando dos o mas relaciones fundamentales de
varias formas. En particular podra ser posible expresar una varia-
ble economica en funcién de un conjunto de otras variables en una
gran variedad de formas. Establecer, por lo tanto, que una variable
economica es “alguna funciéon™ de un cierto conjunto de otras va-
riables no indica mucho, solamente especifica en qué “medio” la
relacion se supone que sc aplica. Esto es exactamente otro aspecto
de la regla general que hemos dado de lado al comienzo de este

cpitulo. La regla ‘'de que toda teoria debe acompanarse por un
diseiio de experimentos. .

CAPITULO III

ESQUEMAS ESTOCASTICOS COMO UNA BASE .
PARA LA ECONOMETRIA

Sabemos por experiencia que intentar establecer relaciones exac-
tas funcionales entre variables econdmicas observables es futil e
imitil. Desde luego seria extrafio que esto no ocurriera porque en-
tonces se encontrarian los economistas en una posicion mas favo-
rable que cualquier otra persona dedicada a la investigacién, in-
cluyendo a los astrénomos. Las observaciones reales en cualquier
campo que consideremos se desviaran en mayor o menor grado de
una relacién funcional exacta que pudiéramos tratar de establecer.
Por otra parte, como hemos visto, la contrastacién de una teoria
implica la identificaciéon de sus variables con algunas variables
“verdaderas” observables. Si en un caso dado creemos, incluso sin
demostrarlo, que tal identificacion no es la apropiada, esto no es
mas que otra forma de decir que la teoria es falsa respecto a las
variables verdaderas estudiadas. Para que la contrastacion de una
teoria tenga alguna significacion, tenemos que estar de acuerdo en
la identificacion de las variables teéricas con las observables, y
entonces ver si las observaciones contradicen o no la teoria.

Podriamos, por lo tanto, a priori, decir algo sobre una teoria
(que creemos podria ser cierta respecto a un sistema de variables
observables, es decir, que no debe excluirse como imposible cual-
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quier sistema de valores de las variables “verdaderas” que ya haya-
mos observado o que puede esperarsec se puedan obtener en el futuro.
Pero las teorias que describen meramente un conjunto de valores
Ade las verdaderas variables que concebimos como practicamente
posibles, apenas nos dirian nada del empleo practico. Tales afirma-
ciones serian demasiado amplias. Lo que necesitamos son teorias
que, sin tener contradicciones logicas directas, afirmen que las obh-
scrvaciones estaran agrupadas por regle general en un subconjunto
limitado del conjunto de todas las observaciones posibles, mientras
son consistentes con la posibilidad que una observacion caiga fuera
de este subconjunto alguna vez.

Como se sabe, el esquema de probabilidades y variables aleato-
rias es, al menos por ahora, el unico esquema convenicnte para
formular tales tcorias. Podemos hacer objeciones al empleo de
esto esquema, pero entre esas objeciones hay por lo menos una
que puede eliminarse totalmente, a saber, la objecién de que el
esquema de probabilidad y variables aleatorias no es lo suficien-
temente general para su aplicacion a los datos econémicos. Sin
embargo, como aparentemente esto no esta aceptado en general
por los economistas, justifica que comencemos nuestro estudio en
este capitulo con un buen disefio de la teoria moderna de las va-
riables aleatorias, dando importancia especial a cicrtos puntos que

parecen relevantes en la Economia.

9.—Probabilidad y variables aleatorias

Los mas recientes desarrollos de le teoria estadistica se basan en
lo que se llama la teoria clasica de la probabilidad modernizada. En
ella la probabilidad se define como una funcion de conjunto (3)

(3)  Ver, por ejemplo, StaNistaw Saxs: Theory of the Integral. New York,
1937, y Nicoras Luzin: Les ensembles analytiques. Paris, 1930.

Haremos uso frecuente de las siguientes notaciones y definiciones comunes
a la teoria de conjuntos: )

Si A es un conjunto de elementos u objetos ¢, el simbolo ‘ac— A se emplea
puara indicar que a es un elemento de A o que pertenece a A.

Sea (A) una familia de conjuntos A y sean A, y A, los micmbros de (A).

21
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no negativa y absolutamente aditiva que satisface ciertas propie-
dades formales (4).

Daremos primero un cjemplo con objeto de aclarar el concepto
de probabilidad. Consideremos un dado ordinario con seis caras.
Fara los propdsitos del céalculo de probabilidades, un dado puede

Si todo elemento de A, es también un elemento de A, diremos que A,
contiene o cubre a A,

El simbolo A + A, {llamado la suma logica de A, AQ) indica el conjunto
de todos los elementos x que pertenece a uno por lo menos de los dos con-
juntos A, A,. A, A, (llamado el producto légico de A, y A,) indican el
conjunto de todos uquellos clementos a que pertenecen a A, y A, (es decir,
su punto comiin). Estas nociones de sumas y productos pueden extenderse a
cualquier sucesion de conjuntos finita o infinita.

Si un producto A A, es vacio, A, v A, se dice son disjuntes. Si A con-
tiene a A,, A, — A, se llama diferencia entre A, y A, e indica el conjunto
de elementos que pertenecen a Al pero no a A,.

Una familia de conjuntos tal que (I) la suma de cualquier sucesién numera-
ble de conjuntos disjuntos miembros de la familia, asi como (2) la diferencia
A, —A, de dos cualesquiera miembros de ellos esti contenida en la familia, se
llama cuerpo de Borel. Y los indicavemos por /A/.

Supongamos que asociemos con cada miembro A de /A/ un nimero finito
F (A); entonces F(A) se llama funcién de conjunto. (Por e¢jemplo, si A es
un iatervalo en una linea recta, su longitud es una funcion de conjunto.) La
funciéon F (A) se llama aditiva si para cualquier par de conjuntos disjuntos
A, A, en [A} sc tiene

FIA +A) =F(A) + F(A)

F(A) se llama absolutamente aditive si para una sucesién numerable de sub-
conjuntos disjuntos en {A} tenemos

FOA, + oo FALE ) = FAD ¢ FFAL + e

For medida de un conjunto A, perteneciendo al cuerpo {A}, entendemos una
funcion de conjunto absolutamente aditiva, en A tal que

m(A)X0 y m(A) =0

cnando A esté vacio. La longitud areas y volumenes son sencillos ejemplos
de medidas. !

(4) Ver, por ejemplo, J. Neyman: Lectures and Conferences on Mathema-
tical Statisties. Washington, 1937, pags. 2-18; “L’estimation statistique traitée
comme un probleme classique de probabilité”. Actualités scientifiques et indus-
trielles, 739 Conférence internationale de Sciences mathematiques. Paris, 1938,
pags. 2527, y Paur Sevy: “Theorie de I'addition des variables aleatories”, Pa-
ris, 1937; S. S. WiLks: “Statistical Inference 1936-37". Princeton, N. Y., 1937.
Mathematical Statistics Princeton, 1943.
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describirse como un conjunto de seis puntos en una linea recta,
x=1,2, ..., 6. Consideremos ahora todos los puntos de una linea
recta de — © a + o; sobre este conjunto de puntos (es decir, so-
hre todo el eje real) definimos una funcion medible real no nega-
tiva (o un sistema de ponderaciones del siguiente tipo).

1. En el punto x = 1 adscribimos una medida P,, en el punto
ax = 2 adscribimos una medida P,, etc. y en el punto x =6, por
Gltimo, adscribimos una medida P, tal que

Pi>0 i=1..6 v tal que P,+P,+ .. .+P;=1.

2. Si » es cualquier subconjunto de puntos (por ejemplo, un
intervalo) en el ¢je x, la medida P(w) del conjlfnlo » s¢ define
como la suma de las medidas P, de aquellos puntos cualquiera,
entre los seis puntos particulares x =1, 2, ..., 6 que pertenezcan
al conjunto o (por ejemplo. la medida de un conjunto », definido
por | < x < 4 sera P, + P, + P,). ) o

2. Si @ no conticne ninglin punto x= 1, 2, ..., 6, entonces, para
cualquier w en que e¢so ocurra, P(w) = 0 (por ejemplo, si o es el
intervalo 0 < x < '/,, entonces Plw) = 0).

P(w) = 00, definido de esta forma, se llama probabilidad de que
un punto x pertenczca al conjunto de puntos w, abreviadamente
la probabilidud de w. Se sigue de lo anterior que si w es todo el
cje real, entonces P (w) = 1. Si » contiene solamente el punto

r=1,0x=2,... 0 x =0, ¢ntonces P(v) =P, 0 P,, 0 ... P res-
pectivamente.
Consideremos ahora n dados, numerados 1, 2, ..., n (o n tiradas

hipotéticas con el mismo dado), teniendo todos el mismo sistema
de probabilidad P,, P,. ..., P;. Sea x, ¢l resultado de una tirada
con ¢l dado i ésimo (i == 1,2, ..., n), es decir x;, =162 6 ... 6, con
lus probabilidades P, P,, ..., P, respectivamente, todos los otros
valores de x; tienen la prohahilidad cero. Consideremos cualquier
sistema -posible (x|, x., ..., x,) de valores de las n variables x, una
para cada dado. Cualquiera de tales sucesiones x,, x,, ..., x, pue-
den representarse por un punto en un espacio cuclideo enedimen-
sional.

Si definimos la probabhilidad de cualquiera de tales puntos como
el producto de las probabilidades de cada x; separadamente, podre-
mos calcular la probabilidad de punto arbitrario (x;, x,, ..., x,), 0,
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mas generalmente, la probabilidad de cualquier conjunto de puntos
arbitrarios en el espacio enedimensional. Es facil ver que el sistema
de todas estas probabilidades satisface unas condiciones exacta-
mente iguales a las (1)-(3) anteriores. La ninica diferencia es que aho-
»a consideramos puntos de un espacio encdimensional en lugar de
puntos sobre una linea recta. Por ejemplo, podriamos calcular ]a
probabilidad de que exactamente k (no importa cuales), entre las n
variables, tenga el valor 0. es decir, la probabilidad de un punto
(%45 x5y ... x,), teniendo exactamente k de sus coordenadas iguales

n!
a 6, esta probabilidad es la suma de

, productos cada

k! (n—k.) !

uno de ellos iguales a P, (1 —Pg), o

n!

e Pk(‘ (1 - Pﬂ) n-k
k'(n—k)!

Lo cual es, por otra parte, también la probabilidad de una propor-

.. . . k T -
cién de scises igual s = . De la formula [9.a] podemos calcular
n

fa probabilidad total de un conjunto de puntos en el espacio x ene-
dimensional correspondiente al sistema total de valores de k senci-
llamente sumando las probahilidades [9.a] para estos valores de k.
De aqui que podamos también calcular, por ejemplo, la probabi-
lidad P, de

P,—e<£Lk/n< P, + ¢

cn donde & es cualquicr numero positivo. Se deduce de la férmula
[9.a], como es bien sabido, que si I’ s un numero finito y si un &
positivo se elige, no importa cémo sea de pequefio, entonces P pue-
de aproximarse a 1 tanto como se quiera, cligiendo n suficiente-
raente grande.

¢ Cual es la utilidad de tal aparato formal, o, en otras palabras,
hay contrapartida en el mundo real?

Antes de nada asignemos un significado practico a la nocién
teorica “Una probabilidad préxima a 1”. Por esta afirmacién
—cuando se aplica a fenomenos rcales— entendemos “certeza
practica”, esto es, cuando decimos en la teoria que la probabilidad
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de un suceso es proxima a 1, indica que en las aplicaciones practi-
cas estamos “casi seguros” que el suceso ocurrira.

Ap]iquémos esto al e¢jemplo anterior del dado. Si la probabili-
dad de un “seis” es P; (no tiene necesariamente que ser 1/6), en-
tonces ¢l calculo dec prohabilidades dice que para un n suficiente-
mente grande la probabilidad de que una proporcion k/n de seises
en n tiradas independientes esté préxima a Pg es casi 1. Trasladado

al lenguaje practico esto indica: Si tiramos un dado n veces cuan-

do 1 es un numero grande, por c¢jemplo, n = 10.000, y obtenemos
una proporcion k,/n, de seises, pricticamente estamos seguros que
¢no un nuevo gran numero de tiradas con ese dado n, = 10.000 la
proporcion k,/n, de seises estara préxima a '/,. Asi, por ejemplo,
si hubiéramos obtenido k;/n, = '/, para las primeras 10.000 tira-
das, y decimos que k,/n, = */4 en las segundas 10.000 tiradas, tcen-
dremos que pensar en investigar lo que pasa en el dado y procedi-
miento de lanzamiento, ya que estabamos casi seguros, tomando
como base un gran nimero de experimentos realizados en el pasa-
do, que “algo csta mal”.

Investigaciones empiricas han puesto de manifiesto que ciertas
cosas en el mundo real aparecen solamente raras veces, son “nii-
lagros”, mientras otras son sucesos corrientes. El calculo de proba-
hilidades ha llenado totalmente el deseo que hahia de tener un
aparato 16gico formal que se refiriese a tales fenomenos de Ja vida
real. La cuestiéon no reside en cuanta probabilidad de éxito cxiste;
gin embargo —si procedemos como si existiese—, somos capaces de
hacer afirmaciones acerca de los fenémenos del mundo real que son
“correctas para propdésitos practicos”.

Los ejemplos anteriores pueden servir para aclarar el compor-
tamiento de la probabilidad y el caleculo de prohabilidades. Da-
rcmos ahora una definicion mas general de probabilidad.

Sea A un conjunto (finito o infinito) de objetos especificados de
cualquier clase (por ejemplo, un conjunto de puntos en una cicrta
regién del espacio). Sea A, = A. A, un subconjunto de A consis-
tente en aquellos elementos de A que posean una cierta propiedad X
entre un sistema de propiedades X, tales que la familia de todos los
conjuntos correspondiente A . A, forma un cuerpo de Borel {A- A}
y tal que A ¢ [A. A,}. Suponemos, ademas, que hemos definido una

medida m(A.A,) 20 dentro de {A. A}, tal que m(A) >0 v
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m(A.A,) =0 cuando A. A, es vacio. El conjunto A se dice que es
probabilizal)]c (Neyman). A se llama €l conjunto fundamental de
la probabilidad. Para cualquier elemento A.A, de {A.A,} de-
finimos:
m(A.Ax)
PXIAN)m —478Mm [9.1]
m (A)

como la probabilidad de un elemento de A teniendo la propiedad X.
De la definicion de cuerpo de Borel y de la definicion de la medi-
da m(A.A,) se deduce que

0<P(XIA) <1l y PXI|A) +P(X[A) =1

¢n donde X es la propiedad no X.
Cualgquier variable real definida- como una funcién univoca me-
dible de los elementos de un conjunto probabilizado A se llama

% = constante pue-

variable aleatoria. Como un caso particular x = x
de tener la probabilidad 1 mientras los otros valores de x tienen
ia probabilidad 0. Entonces x es una constante en el sentido esto-
castico. Los valores de x pueden considerarse como propiedades de
los elementos de A..

Una funcion x de los elementos del conjunto A es medible si el
subconjunto de A dado por x < ¢ es medible en la medida de la
probabilidad definida para todo valor finito .d_c c. Por lo tanto,
cualquiera que sean los numeros reales ¢; < ¢, , la definicién de A
y x determina univocamente la probabilidad

P, £x <,y A) [9.2]
v cs siempre posible encontrar ¢, y ¢, de tal forma que

1. [9.3]

0<Ple,€x<ey i A)

IN

Para cualquier. ¢, fijo Pic, £x < ¢,!A) es una funcién de c,
mondtona no decreciente, a lo que se¢ Hama la ley integral de pro-
babilidad de x.

La definicién anterior de prohabilidad y de variable aleatoria
¢s practicamente equivalente a la siguiente definicién mas directa:
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sea x una variable ;'cal; sus valores pueden representarse por pun-
tos de una linea recta de — @ a 4 . Sea {w} un cuerpo de
Borel de conjuntos medibles », en csta linea, tal que, en particu-
lar {o] contienc el sistema de todos los intervalos ¢, £ x £ ¢,, don-
de ¢, < ¢, son un par de numeros reales. Sea P (w) una funcién
de conjunto definido sobre {w}, tal que P(w) es (1) no negativa,
(2) absolutamente aditiva y (3) igual a 1 si w contiene todos los
puntos x de — « a + . Entonces esto define a x como una va-
riable aleatoria tal que la probabilidad de que (x& ») viene dada
por P (w).

Si existe una funcién medible, en el sentido de Lebesgue, no
negativa de p (x) tal que para todo intervalo (c,, c,)

Ple, <x < c,|A)

esta definida, podremos poner

Ple,€x<c,|A) = (px)dx . [9.4]

siendo la integral la de Lebcsgue, entonces p(x) -se llama la ley
de probabilidad elemental (o funcién dec densidad de probabili-
dad) de x.

En estadistica corrientemente consideraremos diversos sistemas
de variables aleatorias. Hay dos tipos principales de tales sistemas
v —aunque realmente no ‘son difercntes desde el punto de vista de
la estadistica metodolégica— la distincién entre cllos aparece cuan-
do comparamos un modelo hipotético con las observaciones.

El primer tipo se refiere a un sistema de diversas variables alea-
torias x,, Xz, ..., %n, asociadas con cadd elemento de un conjunto
fundamental de probabilidad (por ejemplo, el conjunto fundamen-
tal de probabilidad puede ser todas las personas que vivan en los
Estados Unidos durante todo el aiio 1940, x, puede ser la renta
por persona, x, su fortuna privada, etc.). Para cada clemento del
conjunto fundamental de probabilidad, el sistema de valores =x,,
Xy ..., x. puede representarse por un punto E. de un espacio r-di-
mensional R;. Si o es cualquicer conjunto medible de puntos en R,,
indicaremos por

P(E,zw|A) [9.5]
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o, abreviadamente, P (v), la probabilidad de que un punto arbi-
trario E, pertenezca a ». (A continuacién emplearemos la nota-
cion abreviada P (w) para aquellos casos en que no existe peligro
de confusidon en el espacio variable considerado.) P (w), considera-
da como una funcion del conjunto w, se llama la integral simulta-
rea de la ley de probabilidad de x,, x,, ..., x,, dentro del conjunto
fundamental de probabilidad A.

Se habra notado que empleamos el mismo simbolo P para in-
dicar dos cosas diferentes, a saber: 1), un numero, v 2), una fun-
cion. Si el argumento o es un conjunto fijo de puntos ©, entonces
P (0) indica un numero llamado la probabilidad de ;. St w se
considera como un argumento variable arbitrario, entonces P (w)
indica la funcién de probabilidad. Emplearemos letras particula-
tes y subindices, etc., para indicar conjuntos fijos en el espacio-
variable en cuestion y que no puedan presentarse confusiones.

Si existe una funcién medible de Lebesgue no negativa
p(xy ... x) tal que para todo « para el que P (o) esté definido,
tendremos:

Plo) = f§...fplx,...x)dx,...dx, [9.6]
(w) .

cntonces p (xq, Xy ..., x¢) s¢ llama la ley de probabilidad conjunta
clemental de x,y x5, ..., x¢ .

Sean p, (x;), p2(xs), ..., pr(x:) las leyes de probabilidad ele-
mental de la r variables x tomadas separadamente (¢: decir, la dis-
tribucién marginal de las x) dentro de A. Si

plxg, 2 oo xp) = pxy) palxa) ooopr(ay) [9.7]

lus variables x;, x,. ..., x se dice son estocasticamente indepen.
dientes.

El segundo tipo de sistemas de variables aleatorias se reficre
al muestreo aleatorio. Consideremos un conjunto fundamental de
probabilidad A; cada elemento del cual viene caracterizado por
los valores de r variables aleatorias x,, x,, ..., x; y supongamos que
fijamos una cierta regla por la que tomamos un sistema de s ele-
mentos de A. Sean (x,,, x5, ..., x¢;) el sistema de valores del pri-
mer clemento extraido (x;,. v,5, ..., x;;) el segundo elemento. y
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zsi sucesivamente. Indiquemos por B, el subconjunto de A corfes-
pondiente a todos los posibles sistemas de valores a priori (x;1, x5i.
..., xr;) cuando el elemento extraido es el iésimo (i=1, 2, ..., s).
B, pfxede considerarse como el conjunto fundamental de las varia-
bles aleatorias x;i, x51, .., Xrj .

El sistema

X1y Xogs -0 Xry)

(X129 Xopy «oo Xro)

[9.8]

s¢ llama muestra de tamanio s del conjunte fundamental de proba-
hilidad r-variante A, o lo que significa lo mismo, s muestras de
tna observacion cada una, que dan un sistema de valores
Xy, Xpy ...» Xr) para cada conjunto fundamental de prohabili-
dad B;. La distribucién conjunta de probabilidad de (x,, ..., xr:)
evidentemente pueden cambiar con i. El sistema [9.8] puede tam-
hién considerarse como una muestra de une observacion extraida
de una poblacién r. s. llamada B. Cada clemento de B entonce:
vendra caracterizado por un conjunto de valores de la variable
aleatoria r. s. indicada en [9.8], y la distribucién de probabilidad
asociada a B sera de r. s. dimensiones. Cada sistema de valores
{9.8] puede representarse por un punto E, en un aspecto cuclideo
de r. s. dimensiones. Al punto E se le llama punto muestra, o un
punto en el espacio muestra de r. s-dimensiones.

Por muestra aleatoria corrientemente se entiende un experi-
mento tal que los varios conjuntos Ey = (x,,...,x;,) (i =1,2,..., s)
de [9.8] son independientes, es decir tales que existe la ley de pro-
habilidad elemental.

p(E) =p, (E)) p. (Ey) ... ps(Ej) (9.9]
la dependencia o independencia dentro de cada sistema

Ei ={x;15 ..., x1))

corrientemente viene “dada por la Naturaleza”.
Cuando la ley de probabilidad (integral o elemental) de un
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sistema de variables aleatorias es conocida, hay unas reglas mate-
maticas para deducir las leyes de probabilidad de funciones de
cstas variables (ver, por ejemplo, S. U. Uspensky. “Mathematical

Probability”, New York, 1937).

10.-—El comportamiento practico de las afirmaciones

de probabilidad

Al principio de la seccién precedente hemos dado un ejemplo
sencillo del comportamiento practico de las afirmaciones de pro-
babilidad. Vamos ahora a dar una interpretaciéon mas general de

tales afirmaciones.

Supongamos que conocemos que las n variables observables
Y,, X3, ..., X, tienen una ley conjunta de probabilidad elemental
p(xy, ay. ..., xy). ;Cuales son las afirmaciones practicas (il'xe ‘pode-
mos hacer acerca del conjunto de valores (x,, x5, ..., x,) que esta-
mos observa,ndo? Se ha encontrado que es fructifero en muchos
campos de investigacion emplear la “frecuencia de ocurrencia”
observada de un suceso como contrapartida practica de la nocién
puramente tedrica de probabilidad. Esto es, si la ley elemental 'de
probabilidad p implica que la probabilidad de una cierta region
o conjunto w, en el espacio x, enedimensional es P (1) diremos que
para observaciones repetidas de puntos (x,, x,, ..., x,) en el espa-
¢io x, la frecuencia relativa de los puntos que caen en w, para un
gran numero de puntos obhservados, sera proxima a P (w).

Sin embargo, por lo general no tenemos un interés particular
en hacer afirmaciones acerca de un nimero muy grande de obser-
vaciones. Corrientemente estamos intercsados en afirmaciones que
puedan hacerse con un numero relativamente pequeio de puntos
observados; o quiza, aun mads frecuentemente, estamos intcresados
en una afirmacién a priori acerca de una nueva ohservacion sola-
mente. Entonces es de relativamente poco valor practico conocer
cuanto vale P (w), esto es, si sera 0,4, 0,5 6 0,6. Ya que entonces
no podremos tener una gran confianza en la afirmacién de que el
proximo punto ohservado cacrd fuera de w. Con ohjeto de poder
hacer una afirmacién util, la situacién debe ser tal que exista un
subconjunto 1w “interesante” -para el cual la probabilidad P sea
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proxima a 1, la interpretacion practica seria que “casi todas” las
observaciones caeran en él. Entonces podremos decir que ocurrira
un “milagro” si una observacion particular cae fuera de w. Esto
es, estamnos casi seguros que esto no ocurrira. La experiencia ha
demostrado que el concepto de distribuciones de probabilidad es
un instrumento util para deducir afirmaciones practicas.

Anteriormente consideramos la frecuencia de ocurrencia como
una contrapartida practica de la probabilidad. Pero en muchos
casos tal interpretacién podra parecer algo artificial, asi, por ejem-
plo, en las series ccondmicas en donde una repeticion del “experi-
mento”, en ¢l sentido corriente, no sea posible realizarla. Podemos
entonces, de forma alternativa, interpretar la “probabilidad” sen-
cillamente como una mecdida de nuestra confiunza a priori en la
ocurrencia del suceso. También entonces la nocion teorica de dis-
tribucién de probabilidad sirve como un instrumento para deducir
sfirmaciones que tienen una probabilidad muy alta de ser ciertas,
lu contrapartida practica es la de que “estamos casi seguros de que
el suceso ocurrira™. s

Han tenido lugar muchas discusiones futiles, al considerar la
pregunta de lo que realmente la probhabilidad es, los tipos de
sucesos para los cuales la probabilidad “existe” y demas. Varios
tipos de “fundamentos de la probabilidad” han aparecido, algu-
nos de ellos partiendo de las frecuencias ohservadas de los suce-
so0s, otros apelando a la idca de credulidad a priori o alguna otra
vocion de la realidad. Otras “fundamentaciones” son de naturaleza
puramente formal, sin ninguna referencia a los fenémenos reales.
Pero todas ellas ticnen una cosa en comun, a saber: que al final
s¢ encucentran basadas en un cierto concepto de probabilidad que
es de naturaleza puramente ahstracta. Asi, todas las “fundamenta-
ciones”, cualquiera que sea el sistema de probabilidades que en-
vuelvan, exigen finalimente que satisfaga unos requisitos de con-
sistencia 16gica, y para cumplirlos se debe pagar un precio, el cual
invariablemente consiste en dar la equivalencia exacta entre las
probabilidades tedricas y cualquier fenomeno real que podamos
considerar. En este aspecto los esquemas de probabilidad no son
diferentes de otros esquemas tedricos. La nocién rigurosa de pro-
‘habilidad y distribucion de probabilidad “existen solamente en
ruestro pensamiento racional, sirviendo solamente como un instru-
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mento para deducir afirmaciones practicas del tipo descrito ante-
riormente. -

Cuando establecemos que un cierto nimero de variables obser-
vables tienen una cierta ley conjunta de probabilidad podemos
considerar esto como la construccion de un mecanismo racional ca-
paz de producir (o reproducir) los valores observables de las va-
riables consideradas. Cuando hemos obhservado un conjunto de va-
lores de n variahles ohservables (x,, x,, ... x,) podemos decir, sin
ninguna posibilidad de contradiccién, que estos n valores repre-
sentan un punto muestra sacado de un universo que obedece a
alguna desconocida ley de probabilidad enedimensional. Cualquie-
ra que sea la afirmacién a priori que podamos hacer acerca de
los valores de las n variables observables, podremos deducir esta
afirmacion de una de las distintas (quiza infinitas) leyes de pro-
bahilidad enedimensionales convenientemente elegidas. La clase de
todas las leyes de probabilidad enedimensionales puede, por lo
tanto, considerarse como una clasificacion a priori de todos los
mecanismos convenientes que pueden reglar el comportamiento de
las n variables consideradas.

Como la asignacion de una cierta ley de probabilidad a un
sistema de variables observables es un artificio nuestro, inventado
con propositos analiticos, y puesto que algunos resultados obser-
vables pueden producirse bajo una gran variedad de esquemas
posibles, la cuestion que se presenta es la de como ha de elegirse
la probabhilidad en cualquier caso dado para representar el me-
canismo verdadero bajo el cual los datos considerados se estin
produciendo. Para convertirlo en un problema racional de infe-
rencia estadistica hemos de establecer un axioma, postulando que
todo conjunto de variables ohservables esta asociado con una ley
de probabilidad “verdadera”, pero desconocida. Puesto que el co-
nocimicnto de esta ley verdadera de probabilidad puede permitir
responder a cualquier pregunta que posiblemente podria contes.
tarse de antemano respecto a los valores tomados por las variables
ohservadas, el problema total de la inferencia cuantitativa puede
entonces considerarse en cada caso como un problema de falta de
informacion acerca de alguna ley de probabilidad desconocida.
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11.—Variables aleatorias y distribuciones de probabilidad en rela-
cion con los datos economicos.

La experiencia nos ha ensefiado mucho acerca del tipo de fené-
menos reales a los cuales los esquemas de la teoria de la probabi-
lidad se aplican con mayor éxito (mostraremos mas adelante que
¢l campo de aplicacién de los esquemas probabilisticos es mucho
mas amplio que el indicado en esta seccion). Estos fenomenos se
agrupan bajo el nombre de “cxperimentos aleatorios”. No se puede
dar una respuesta precisa a lo que es un experimento aleatorio a
rausa de que pno es un concepto abstracto, sino solamente un nom-
bre aplicado a ciertos fenomenos reales. No obstante, indicaremos
algunas de la propiedades principales que se asignan a tales expe-
rimentos. Primero, la nocién de experimento aleatorio implica co-
rrientemente alguna posibilidad hipotética o real de “repetir el
cxperimento” aproximadamente bajo “las mismas condiciones”. Se-
gundo, se supone que tales repeticiones pueden dar resultados va-
riables. Y tercero, las inferencias que sacamos de los experimen-
tos aleatorios son del tipo. ;Con cuanta frecuencia debe un resul-
tado aparecer? ‘

¢Puede esta descripeion aplicarse a los datos econémicos?

Aqui yo creo que es itil—aunque no siempre posible—hacer
una distincion entre dos clases diferentes de experimentos, a saber:
por un lado, aquellos que®planeamos y realizamos nosotros como
trabajos de investigaciéon para analizar ciertos hechos que se pre-
sentan; por otro lado los experimentos de los que ya he hablado,
y que son producto de la Naturaleza y en los cuales los hechos nos
aparecen. Para destacar esta distincion de forma mas clara consi-
deremos un ¢jemplo.

Supongamos que tratamos de explicar el tamaiio y variacion
del consumo de una cierta mercancia, A, en una sociedad o grupo
consistente en N individuos o familias. Lo que corrientemente en-
tendemos por “explicaciéon” en tales casos es la eleccion de ciertos
factores medibles, la variacion de los cuales—por hipétesis o cxpe-
riencia—esperamos que tenga influencia de la misma forma en el
comportamiento de cada individuo, familia, etc. Supongamos que
hemos especificado un cierto numero de tales factores, en el caso
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presente, por ejemplo, precio de la mercancia A, precio de otras
mercancias, renta individual (o de la familia), edad de los indivi-
duos, ete. Designemos los n factores, especificados por x,, x,, ... xn,
v sea ¢l consumo real de la mercancia A para un individuo dado y.
Por ¢l momento rechazamos los errores de observacion debidos a
la falta de precision en la definicién de lo que y y las variablés x
representan, asi como la imprecision en las medidas. En otras pa-
labras, estamos tratando de variables verdaderas, como se descri-
bieron en la seccion 3.°

Supongamos que para cada individuo podamos explicar el con-
sumo de A por una ecuacion:

y* = f(xys %oy .0y Xn) [11.1]

en donde y* se obticne para cada individuo poniendo en la dere-
cha de [11.1] aquellos valores de los factores influyentes x que
fisuran en él. Sin embargo, si nosotros hacemos esto para cada
individuo encontraremos—no importa cual sea la funciéon, f—que
nuestra explicacion es incompleta. De forma mas especifica encon-
traremos que dos individuos, o el mismo individuo en dos periodos
de tiempo diferentes, pueden enfrcn;arsc con exactamente el nis-
mo conjunto especificado de factores influyentes x (y dc aqui tener
la misma y* por [11.1]), y, sin embargo, los dos individuos tener
cantidades diferentes de y, ninguna de las cuales es igual a y*. Po-
driamos tratar de climinar tales discrepancias introduciendo mas
“factorcs explicativos” x. Pero corrientemente agotaremos el nii-
mero de factores que pueden considerarse como comunes a todos
los individuos y que al mismo tiempo no tienen una influencia
despreciable sobre y. Las discrepancias y — y* para cada individuo
pueden depender de una gran variedad de factores. Estos factores
pueden ser difcrentes de un individuo a otro y pueden variar con
cl tiempo en cada individuo.

De una forma puramente formal podemos rcemplazar y* por y
¢n [11.1] y ademas sumarle una desviacion s que se hace cargo de
la diferencia entre y e y*; es decir:

¥y =f(x; 225 ... xn) +5 [11.2]

Supongamos, por ejemplo, que sabemos o suponemos que para cada
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conjunto de valores de las variables x, s (y, por lo tanto, y) es una
variable aleatoria, teniendo una cierta distribucion de probabili-
dad con media cero. ;Cual es el comportamiento de tal esquema?

Elijamos un subgrupo de individuos del grupo total de los N,
tal que para cada miembro de este subgrupo los factores x sean
idénticamente los mismos. Cuando, no obstante esto, las cantida-
des y para los miembros de este subgrupo son diferentes, nos in-
dica que las decisioncs de los individuos, aun después deé haber
fijado los valores de x,, x,, ... x, estan expuestos a la incertidum-
bre. Los individuos no actuan todos igual. Cuando suponemos que s
tiene para cada conjunto de valores fijados de x una cierta distri-
buciéon de probabilidad aceptamos los parametros {o algunas pro-
piedades mas generales) de esta distribucién, como ciertas carac-
teristicas adicionales del modelo tedrico. Estos parametros (o pro-
piedades) describen la estructura del modelo, lo mismo que lo
hace la influencia sistematica de x,, x,, ... x, sobre y. Tales ele-
mentos aleatorios no son, pues, meros aditamentos superficiales
“para propdsitos estadisticos”.

Cuando describimos s como una variable aleatoria con cierta
distribucion de probabilidad para un conjunto fijo de valores de
las variables x estamos pensando en una clase de poblaciones infi-
ritas hipotéticas, cada una de las cuales queda completamente des-
crita por el esquema [11.1] y por las caracteristicas de la distri-
Lucién de s. El niimero total de individuos N actualmente prescn-
te puede considerarse como una muestra mixta consistente en sub-
muestras sacadas dc los miembros de la clase hipotética de las
poblaciones. No hay dificultad légica en considerar “la poblacion
total como una muestra” de la clase de poblaciones con que esta-
nios tratando, que no consisten en una infinidad de individuos dife-
1cntes, sino en una infinidad de decisiones posibles que puecden
tomarse respecto al valor y. Y todas las decisiones toniadas por
todos los individuos que estuvieron presentes durante un aio pue-
den considerarse como una muestra, todas las decisiones tomadas
quiza por los mismos individuos durante otro aiio pucden consi-
derarse como otra muestra Yy asi sucesivamente. Desde este punto
de vista podemos considerar el mimero total de posibles ohserva-
ciones (el nimero total de decisiones de consumir A por todos los
individuos) como resultado de un procedimiento de muestreo que
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la Naturaleza lleva a cabo, y cn el que hacemos ¢l papel de obser-
vadores pasivos. ‘

Es con intencion por lo que hemos empleado como aclaracion
un ejemplo de comportamiento econémico individual en lugar de
una relacion media del mercado. Pues parece racional introducir
los supuestos acerca de los clemeéntos estocasticos de nuestra teoria
cconémica en las “leyes” de comportamiento individual para un
solo individuo, empresa, etc.,, como una caracteristica de su com-
portamiento y entonces deducir las relaciones medias del mercado
« relaciones para la sociedad total de estas leyes individuales. Sera
posible, por ejemplo, en muchos casos demostrar que, siempre bajo
supuestos muy débiles acerca de las distribuciones de los elemen-
los estocasticos en estas relaciones individuales, la media o rela-
cion total para el mercado o la sociedad total estara caracterizada
por ciertas variables estocasticas compuestas (por ejemplo, sumas
de los términos 'de error individuales), las cuales, por la ley de los
erandes numeros, se distribuiran aproximadamente normalmente.

Una investigaciéon activa podria producirse con otro tipo de
experimento alealorio. Asi, en el ejemplo anterior podriamos ele-
¢ir por algun proceso aleatorio un subgrupo de todos los indivi-
duos actualmente presentes y medir la y y las x. De este subgrupo
podemos sacar inferencias sobre el comportamiento del grupo to-
tal.- Pero la relacién entre tal subgrupo y el grupo total que podriu-
mos haber observado es diferente de la que existe entre este grupo
total de individuos (o decisiones) presente y la clase hipotética de
la poblacién infinita de la cual ese grupo total presente se supone
sacado, ya que la primera conexién es esencialmente dependiente
de la eleccion del procedimicnto de muestreo aleatorio que haya
dc emplearse. Eligiendo otro procedimiento tendremos otra cone-
xion, y podriamos eliminar graduahmente todos los posibles erro-
res de muestreo aumentando el tamaiio de la muestra hasta que,
por ultimo, obtuviéramos una descripcion verdadera de la muestra
de todos los individuos presentes. Pero la incertidumbre en la
correspondencia entre esta muestra de todos los individuos y la
clase hipotética de la poblacion infinita permanece. Un problema
es la construccién de modelos hipotéticos de probabilidades de los
cuales sea posible por extracciones aleatorias reproducir muestras
del tipo dado por la “Naturaleza”. Otro problema es el de hacer
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mediciones exactas de estas muestras. La primera tarea pertenece
esencialmente a la teoria conémica. La segunda es una té.cnica de
observacién estadistica y teoria “clasica” de muestras. Por otra
parte, después que el esquema estocastico ha sido elegido no hay
una diferencia esencial entre los problemas’de inferencia estadis-
‘tica que presentan. '

12.—El método de dividir las variables observadas en “parte siste-
mdtica” y “perturbacion”. ;0

Las variables econémicas observables.no satisfacen relaciones
cxactas (excepto quiza algunas identidades triviales). Por lo tanto,
s’ funcionamos con un esquema teérico tendremos—con objcto de
aplicarlo—que afiadir algunos elementos estocasticos para tapar
la brecha entre la teoria y los hechos. Una forma muy discutida
de proceder es la de adoptar el convenio de que las variables ob-
servables estan formadas de dos partes: una sistemadtica, la cual,
por supuesto, satisface la relacion exacta considerada, y un error
o pcrturbacién de naturalgza estocastica (5).

Sean x;, 'y, ... ' n variables tedricas que satisfacen una re-
lacién exacta funcional. Y x,, x,, ... x, los correspondientes valores
observables considerados. Escribimos: x;, =2y 4+ x",i=1,2,...,n,
donde las variables x”; son ciertas variables estocasticas. Con obje-
to de que nuestra relacion entre las variables x° puedan también
expresar algo acerca de las variables observables x tendremos que
hacer ciertos supuestos adicionales acerca de la distribucién de las
variables x””. Entonces nuestra relacion exacta entre las variables x”
sera una relaciéon estocastica en las variables x v x” por la susti-
tucién de’'x’ por x — x”,

Es importante decir, sin embargo, que tal divisién dc las va-
riables necesariamente es de una naturaleza relativa, dependiendo
del sistema particular de ecuaciones tedricas con que estemos re-
lacionados.

(5) Este esquema es, por ejemplo, la base para el método de Frich del
“Analisis de la Confluencia”. Ver “Ragnar Frisch Statistical Confluence Analy-
sis by Means of Completa Repression Systems Oslo”, 1934, Ver también T. Koor-
MANS: “Linear Regression Analysis of Economic Time"”. Series De Erven

F. Bohn, N. V., 1937,

22
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Esto puede ponerse de manifiesto por medio de un ejemplo
tedrico.

Considercmos a este ohjecto tres dados ordinarios, uno negro,
otro rojo y otro blanco, y realicemos la siguiente serie de experi-
mentos. Primero lanzamos los tres dados. Obtenemos como resul-
tado tres numeros x,, para el negro; x., para el rojo, y xyp, para el
hlanco. Sea la suma de estos numeros X = x, + xr 4+ x». Después
hagamos que ¢l dado negro permanezca en la posicion en que que-
dé en la primera tirada, y volvemos a lanzar el blanco y el rojo.
El resultado de este experimento sera: Y, = x,, Y., Y, y sea
Y = yo 4+ y- + yb. Ahora, por ultimo, dejamos al negro y al rojo
en la posicién que tienen y tiremos el blanco una vez mas. El re-
sultado de este experimento sera: z, (=Y, =X,) Z.(=Y,) Zs
vZ =12, + Z, 4+ Z,. Suponiendo que repetimos este experimen-
to N veces obtendremos las series

1 Z, (1. experimento)
2s Z, (2.° experimento)

a (3. experimento)

b
3
<
5
N

[12.1]

De la fundamentacion de estos experimentos es evidente que las
tres series, X, Y, Z, estan correlacionadas, a causa de que tienen
componentes comunes, indudablemente para cualquier X;, Y, Z,
(resultado del experimento iésimo) tendremos:

X =an + X
_Yl = Xni + Yri +’_)'b1 l]22]
Ly = x, +‘}'rl + Lbl

Supongamos que ahora queremos estudiar la interdependencia
entre las tres variables X, Y, Z, separando como “perturbhacién” los
faclores que no son “causas comunes™. De [12.2] deducimos:

Y —(yer + y01) = X5 — (xei 4 214)
Zi—(yri + zo1) = Xi —(xr) + 201) [12.3]
Zn—-(zbl) :Yi_(ybi)

en donde las expresiones entre paréntesis indican perturbaciones.
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La composicion de las pcrturbaciones depende claramente de la
relacion que estamos investigando. Despreciar esto puede quitar
eficacia a la teoria.

Esta esquemaitica exposicion tiene vo creo alguna importancia
en muchos problemas importantes de economia. Asi, por ejemplo,
si X, Y, Z representan resultados de decisiones tomadas en alguna
planificacién econémica. Entonces el esquema anterior puede con-
siderarse de la siguiente forma: primero, X se determina por algu-
nas consideraciones, las cuales no investigamos en este problema.
Una vez que esta decisién se ha tomado, 1a decizion'de Y no es libre,
va que esta influida por X, aunque también hay otros factores que
determinan Y que no tienen nada que ver con X, que son Y, e Y.
Estos factores, sin emnbargo, actian como perturbaciones en Y res-
pecto la causa X. Son ellos a su vez parte sistematica, “causas”
respecto la decision de Z, tomada después de haber elegido Y.

Consideremos un ejemplo de la economia dinamica. La inter-
relacién entre inversién y heneficio. Por V (2} indicamos la acti-
vidad inversionista observada por afio en el tiecmpo t, y sea Z (t)
‘¢l beneficio observado. Supongamos que no hay error al ohservar
estas cantidades. Hagamos la siguiente hipétesis: actividad de la
inversion en t depende del beneficio obtenido en algun tiempo
previo, t — 0, mientras el bencficio en ¢ depende de la inversion en ¢,
Por g, (t) y ¢, (t) indicamos ciertas desviaciones aleatorias; podre-
mos expresar la hipétesis por ' V

Vi =f{Zi—6)]+e (1) [12.4]
Z2(t) =g[VID] 1+ e (1) [12.5]

en donde 0 es positiva y f y g son ciertas funciones. Puede suceder
que en [12.4] tengamos que admitir una perturbaciéon considera-
ble, €, (¢), en V (t), comparada con la partec de V (t)—exaclamen-
te V(t) —e¢, (t)—, que esta “explicada” por Z (1t —8). Pero esto no
indica que solamente esta parte de V (¢) tenga influencia sobre = (¢)
a través de [12.5]; es decir, que nosotros podamos reemplazar V (1)
‘por V (¢) — g, (1) en [12,5]. Exactamente, la inversién actual—es
decir, V (¢) —tiene una relaciéon mas directa sobre el beneficio z (1)
gue la “parte sistematica™ construida hipotéticamente por nosotros.
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La aparicién de tales situaciones tiene consecuencias muy im-
portantes en ¢l problema de enlazar conclusiones sacadas de rela-
ciones diferentes, y que veremos en la proxima seccion.

13.—FEcuaciones -estocasticas hacia ecuaciones exactas.

La afirmacién “un conjunto de variables que satisface una cierta
ccuacién” tiene un comportamiento diferente segun se aplique a
un csquema matematico ahstracto o a variables observadas en la
vida real.

En un esquema matemitico abstracto la afirmacién indica lo
siguiente. Sean x',, 2’ ... 1’ variables reales. Cada conjunto de
valores de estas n variables puede representarse por un punto en
un espacio cartesiano cnedimensional. Indiquemos por S el con-
junto de todos los puntos de este espacio y sea A una regla por
la cual se elige un cierto subconjunto de puntos S, de S. Esto es,
s¢ excluyen todos los puntos de S que no pertenecen a Sa. Enton-
ces si existe una funcién f que no es idénticamente cero, pero tal que

Jlx'y, 20y ooy 0) =0 [13.1]

para todos los puntos pertenccientes a S,, diremos que las varia-
bles x',, x'%, ... x', (las variaciones de las cuales estin limitadas
por la regla A) tienen la propiedad de satisfacer la ecuacion f = o.
Aqui el conjunto total S, viene dado por definicién a través de una
operaciéon logica A, y podriamos comprobar cuando la afirma-
cion [13.1] es cierta o falsa. )

Afirmaciones anilogas acerca de las variables observadas en la
vida real son de un caracter mucho mas hipotético. Cuando hace-
mos afirmacionecs del tipo [13.1] acerca del conjunto de variables
observables, es decir, x, ... x,, suponemos que la Naturaleza tiene
una regla para elegir tales puntos observados (x,, ... x,) en’el es-
pacio x de tal forma que ninguno de estos puntos contradiga la
hipétesis [13.1] cuando las variables x° se reemplazan por las va-
riables x. Entonces decimos que [13.1] es una ley de la Naturaleza.
Tratamos de establecer tales leycs contrastando la verdad de [13.1]
respecto de ohservaciones pasadas. Pero aunque satisfagan [13.1]
no podemos saber si ]Ja préxima observacién la cumplira. Corrien.
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temente, sin embargo, creemos que esto sera asi porque tenemos
un enorme registro de casos empiricos que nos dicen que tales in-
ducciones cmpiricas han sido muy fructiferas. Al mismo tiempo
también sabemos que en una investigacién empirica es util reem-
plazar la expresion “un conjunto de variables satisfaciendo cierta
ecuacién” por la expresion “satisfaciendo aproximadamente” tal
ecuacion. Esto indica que si ponemos los puntos observados (x,,
*%, ... x;) en ¢l lado izquierdo de [13.1] obtendremos en cl lado
derecho una cierta variable s.

Si—como hemos discutido anteriormente—queremos que una
expresion tal como “aproximadamente satisface” no tenga un sig-
nificado trivial habremos de cambiar la hipétesis [13.1] de tal for-
ma que exprese qué clase de aproximacion suponemos. Una forma
de realizar esto consiste en cambiar la hipétesis [13.1] en

f(xu Xay oves Xy) =s [13.2]

y asignar a s ciertas propiedades generales que no contradigan los
datos. Estamos particularmente interesados en los esquemas en que
sc adscriben a s ciertas propiédades generales de una variable alea-
toria, primeramente a causa de que tencmos un gran numero de
casos ¢mpiricos demostrando que tales esquemas se¢ han aplicado
con ¢éxito a fenomenos ohservados, y segundo, porque la teoria de
tales esquemas se ha desarrollado mas que cualquier otro esque-
ma de aproximacién. Y encontramos una justificaciéon para apli-
carlos a los fenomenos econémicos en el hecho de que corriente-
mente solamente queremos —y ncs interesan— efectos medios o
totales de muchas decisiones individuales, que parcialmente estan
guiadas por factores comunes ¢ individuales (véase seccién II),

En el caso de que se suponga que s es una variable alcatoria,
diremos que la variable x satisface la ecuacién estocastica [13.2].
Esta, por otra parte, es un tipo muy particular de ecuacion estocas-
tica. Ahora no “vituperaremos” a un elemento particular de nuestro
esquema, por el hecho de que las variables ohservadas (x, ..., x,)
no satisfaga [13.1] exactamente. Podemos operar con otros esquemas
especificando con mas detalle donde esti el elemcento estocastico.
En general, podriamos dar la siguiente definicion. Si x,, a, ..., 2,

es un conjunto de variables ohservadas, y si €, ..., gn son M varia-

o
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bles aleatoriaz, y si existiese una funcién no idénticamente cero,
tal que para todas las observaciones ’

F(xy, 209 o9 Xny €1y Ery eeey Em) =0 [13.3]
cntonces x,, Xa, ..., X, s¢ dice satisfacen una ecuacién estocastica.
Asi, una ecuacion estocastica en n variables es una ecuacién cxacta
en m 4 n variables.

Supongamos que nuestra observacién material consistc en N> n
puntos en el espacio enedimensional de las variables x, y que ads-
cribimos a la distribucion de probabilidad conjunta de ¢,, €y ..., €m,
ciertas propiedades a priori. Insertamos sucesivamente los N puntos
ohservados para las variables'x en [13.3] y para cada punto obser-
vado elegimos un conjunto de valores de las & de tal forma que
[13.3] se cumpla. Asi tencmos una muestra de N puntos en el es-
pacio cartesiano enedimensional de las . Por otra parte, asignando
a priort cicrtas propiedades a la distribucién de probabilidad de
la ¢, y excluyendo la posibilidad de obtener ciertas muestras de
las g, que ahora seran improbables (en uno u otro sentido, esto se
discutira posteriormente), habremos construido un conjunto pro-
Labilistico limite del subconjunto de muestras admisible de las e.
Sea este conjunto de puntos admisibles para los g, Q. Diremos que
si los N puntos observados en el espacio a son tales que —bajo
la condicion [13.3]— es posible elegir una muestra de N con-
juntes .de € que pertenecen al conjunto Q, no podremos recha-
zar la hipotesis de que las n variables x,, x,, ..., x, satisfacen la
ecuacion- estocastica [13.3].

De un esquema estocastico de la forma [13.3] podemos deducir
ciertas ecuaciones exactas que no contengan las variabhles aleato-
rias ¢, dando a una o mas de las variables x una nueve interpreta-
cion. Hay dos tipos importantes y diferentes de tales ecuaciones
exactas. El primer tipo podria llamarse “Si no hubiese errores en
las ecuaciones”, y el segundo, “Valor esperado de las ecuaciones™.

El primer tipo se obtiene asignando a las variables aleatorias
en [13.3] ciertos valores constantes. En muchos casos podriamos
formular la ecuacién estocastica de tal forma que fuesc posible que
estos valores constantes de las € fuesen cero. Entonces exigiriamos
(jue

F(xl’ Xas -0y Xnj Os Oa ey 0) :0 [13.4]
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imponemos una condicién a las variables que en muchos casos que-
daran violadas por la: observaciones. Por lo tanto, si se emplea
113.4], una o mas de las variables x dehen querer decir —no lo que
son realmente— sino lo que serian si “no hubiese errores”. Esta
clase de ecuaciones exactas simplificadas, por lo tanto, representa
una correccién hipotética de los puntos individualmente observa-
dos en el espacio x.

El segundo tipo de ecuaciones “exactas™,  por otra parle, repre-
senta relaciones medias en un grupo de observaciones. En este caso
no se simplifica €l esquema original, sino que nos limitamos a estu-
diar ciertas propiedades estocaslicas limites del esquema. Podemos

ilustrar la diferencia con un ejemplo sencillo.

Consideremos un grupo de familias de igual tamano y composi-
cién. Sea r la renta de la familia y x el gasto familiar durante un
cierto periodo de tiempo. Supondremos todos los precios constan-
tes y los mismos para todas las familias durante este periodo. Entre
todas las familias ‘con la misma renta, el montante del gasto x va-
riara de una familia a otra a causa de una gran cantidad de facto-
res poco importantes. Supongamos que los habitos de gasto de una
poblacion infinita de tales familias pudiera describirse por medio

de la siguiente ecuacion estocdstica:
log.x —kloger+ ky +& (ky ky= constante) [13.5]

cn dondc ¢ es una variable aleatoria normalmente distribuida con
. . 2 ..
medio cero y varianza = ¢°. De este esquema estocastico podemos

deducir las dos ecuaciones exactas siguientes:
Primero.—Imaginemos que podemos, de alguin modo, eliminar
las fuerzas que causan las discrepancias. En esta poblacién hipoté-

tica todas las familias con la misma r actuarin igual, y tendremos:
logex=klog.r |-k, [13.6]

Segundo.—Imaginemos que los “crrores” ¢ permanccen en el es-
auema, pero consideremos solamente consumo esperado o medio

para aquellas familias que tienen la misma renta r. Esto es:
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f
Y

-2
E(x|r) =x(r) =eoc* | o ———cTgadrx=c

~ oV 2=

-7

o A —
1‘0.2v rk

[13.7]

¢n donde E (x| r) significa valor esperado de x dado r.

Por lo tanto, lo que la media familiar indica en el esquema
113.5] no es que necesariamente todas las familias actien igual.

Es de mucha importancia tener e¢n cuenta la diferencia entre
estos dos tipos de rclaciones cuando tratamos de realizar operacio-
nes algebraicas dentro de los sistemas de ecuaciones estocasticas.
I’or cjemplo, del esquema teérico [13.6] podemos deducir

x [13.8]
Pero ;]e
E(log . x!r) =klog.r+ k.
no podemos deducir que
: E(x|r) = ¢topn

Por lo tanto, cuando realizamos tales operaciones, debemos te-
ner en cuenta que estamos empleando el ezquema hipotético “si no
hubiese error”, y no el esquema “valor esperado” Se presentan
confusiones en este punto corrientemente por el hibito de omitir
la operacién simbolica E (o un trazo sobre X, etc.) cn ecuaciones
tales como [13,7]. Particularmente aparecen confusiones cuando
tencmos un sistema de ecuaciones algehraicas y aplicamos proce-
sos de eliminacion algebraicos a las ecuaciones “valores esperados”.
El error corriente reside en identificar los valores esperados de
una variable en unae ecuacién con los valores esperados de esa
misma variable en otra ecuacion. Esto puede dar lugar a resultados
sin sentido. El siguiente es uno de ellos.

Sean x,, x,, x5, tres variables observadas, definidas por

x, =€ + 2, xa=k, 2, a5="Fh,e¢,
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en donde ¢, y ¢, son dos variables aleatorias independientes con
medio cero. Tendremos:

1 1
x'y =E(x, fx,) = —«° 'y =E(x lxy) = — x5

k? k,

Ahora, si identificamos las dos variables x'; y x”,, designando
k,
ambas por x,, tendriamos x, == — x5, lo que no es cierto.

2

) CAPITULO 1V
LA CONTRASTACION DE HIPOTESIS

Los estadisticos han argiiido ccrrientemente, con mucha razon,
que los economistas no presentaban sus teorias de forma tal que
éstas fuesen "hipétesis estadisticas bien definidas, y que, por lo
tunto, los estadisticos no “entendian el lenguaje” de los economis-
tas. Los economistas, por otra parte, no son los tunicos que han
sido vituperados. Indudablemente, la teoria estadistica como un
todo, estuvo hasta hace muy poco, en un cstado de gran confusién.
Esta situacion esta desapareciendo rapidisimamente gracias a un
cambio muy fructifero de direccion aparecido a partir del trabajo
fundamental de S. Neyman y E. S, Pearson (6), en el que introdu-
cén unos principios muy generales —y en si mismos sencillos— de
contrastacion de hipdtesis estadisticas, y estimacién, que han abier-
to el camino para una corriente de trabajos de alta calidad, los
cuales gradualmente estin elevando la teoria estadistica a un nivel
cientifico real. Los trabajos, aparte detalles técnicos sobre los prin-
cipios generales de Neyman-Pearson, estan solamente en 'sus prin-
cipios. Y problemas técnicos muy dificiles pueden probablemente
aparecer. La importancia fundamental de los principios de Ney-
man y Pecarson reposa en el hecho de que estos principios especi-

.

(6) Ver, especialmente, “Statistical Research Memoirs”, vol. 1, 1936; vol. 11,
1938. London. Otras referencias se dan en lo que sigue_del texto.
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fican claramente la clase de problemas que caen dentro del campo
de la teoria e inferencia estadistica. Asi ha sido posible a los eco-
nomistas ver ahora exactamente como han de formular sus teorias
si quieren la asistencia de un estadistico. Es de gran importancia
que el economista conozca estos principios de formulacién aunque
no sea un estadistico experto, ya que por lo menos podra formular
inteligentemente los problemas estadisticos.

Daremos a continuacion una breve descripciéon de los principios
basicos de la teoria de Neyman-Pearson para la contrastaeion de
hipétesis estadisticas y estimacién, y, ademas, emplearemos estos
principios para la formulacion estadistica de hipétesis-construidas
cn la teoria economica. Esta sera la fundamentacion de unas dis-
cusiones surgidas en relacion con el problema de “comprobacién”
estadistica dc relaciones econémicas.

14.-—Una descripcion de la teorie de Neyman-Pearson de contras-
tacion de hipétesis y estimacion

Indiquemos por x,, x,, ..., x, n variables aleatorias definidas
dentro de un conjunto fundamental de probabilidad A, y sea

P(E,cw,]|A)

o, abreviadamente, P (w) una ley integral conjunta de probabilidad.

Cualquier tentativa de afirmacién H, referente a la ley integral
de probabilidad P (w) de las variables x,, t,, ..., x, (0 referente a
su ley elemental de probabilidad p (x,, x5, ..., x,) que se supone
existen) se llama una hipdtesis estadistica. Mas preciso sea Q,, o
abreviadamente Q, el conjunto o clase de todas las posibles leyes
integrales de probabilidad cacvariantes, y sea © cualquier suhcon-
junto especificado de Q (v puede, por ejemplo, ser ¢l conjunto de
todas las distribuciones normales cnevariantes, o el conjunto de
todas las distribuciones enevariantes continuas, o cualquier otro
subconjunto de Q). Una afirmacién de la forma

P eo (14.1]

(léase la ley integral de probabilidad de «x,, x,, ..., x, pertenece a
la clase w) se llama hipotesis estadistica.
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La afirmacién [14.1] puede ser falsa, y entonces la alternativa
es que

P (w) ¢ (Q — ) [14.2]

Anteriormente, la unica cosa que se habia supuesto es que co-
nociamos con certeza que P (w) ¢ Q, lo cual es trivial. Corriente-
mente, sin embargo, sabemos —o por lo menos suponemos que
conocemos— mas que esto. Designamos por Q° un subconjunto
de Q, y sea w® cualquier subconjunto de Q°. Si, por otra parte,
sabemos o suponemos que la afirmacién

P (w) g ° [14.4]

puede ser falsa, entonces Q° sc llama el conjunto de la hipétesis
admisible a priori respecto a la ley de probabilidad P (w) (por
cjemplo, Q° podria ser el conjunto de las leyes enedimensionales
de probabilidad para las cuales existe la ley elemental de probabi-
lidad, y @’ podria ser el conjunto de todas las leves elementales
de probabilidad que son simétricas respecto la media). En los
problemas de contrastacion de hipétesis estadisticas la especifica-
cién del conjunto de hipétesis admisibles a priori es, como vere-
mos, de importancia fundamental.

Una hipdtesis estadistica se llama simple si especifica completa-
mente la ley de probahilidad I’ (w). Por ejemplo, la afirmacién

. 1 1 " —.
: (eV2=)n

[14.5]

en donde x;, (i =1, 2, ..., n) y o son parametros constantes numé-
ricos especificados, es una hipdtesis simple. Cualquier hipétesis que
1o es simple se llama compuesta. Por ejemplo, si el valor de el

parametro ¢ o alguna de las medias x , o todas, no estan univoca-
mente espicificadas, entonces [14.5] es una hipétesis compuesta.

Un conjunto de Q° de hipaotesis admisibles se lama paramétri-
co si todas las leyes de probabilidad P (1) pertenecientes a Q° vie-
nen dadas por expresiones analiticas, las cuales difieren unas de
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otras solamente por los valores numéricos de un numero finito de
parametros. Por cjemplo, todas las leyes de probabilidad [14.5]
tules que x>0,i=1,2, .., n, forma un conjunto paramétrico.
Un conjunto que no es paramétrico se llama no paramétrico. Si
Q° ¢s paramétrico, entonces ©° debe ser paramétrico. Pero si Q° no
€s paramétrico, »° puede ser 0 no paramétrico en [14.4].

Un contraste de una hipdétesis estadistica es una regla de recha-
ce o no rechace dc la hipoitesis, tomando como hase un punto
muestre dado. Sea x,, x,, ..., x, n variables alcatorias, y sea Q° el
conjunto de todas lus hipotesis admisibles a priori acerca de su
ey simultinea de probabilidad P (). Para cualquier miembro par-
ticular del conjunto Q° y para cualquier subconjunto particular
1 de puntos en el espacio muestra R, podemos calcular la proba-
bilidad que un punto mucstra E caiga en w. Si w queda fijado, la
prohabilidad de que E caiga en w (= 1’) variara generalmente de
acuerdo con el elemento de Q° que se emplea para calcularlo.
Esto cs, una parte “improbable” decl espacio muestra respecto una
ley de probabilidad de Q' puede ser mas probable para otra
Iey de Q° Y este hecho forma, por otra parte, la base para con-
trastar cualquier hipétesis particular dentro de Q° respecto las
otras admisibles a priori.

Muchas discusiones s¢ han entablado sobre este punto en la
antigua literatura, en particular pcrque un razonamiento sacado
de un punto muestra dc la verdadera poblacién puede llevar con-
sigo la nocién de “probabilidad inversa”. Corrientemente encon-
tramos expresiones tales como “la distribucion mas probable” de
la que una muestra dada ha sido obtenida. Tal afirmacién, por
otra parte, lleva consigo una cierta distribucién de probabilidad
de la hipdtesis dentro de Q% En muchos casos, no obstante, tal
piodelo pucde no tener sentido, ya que cuando sacamos una mues-
tra la tomamos de un elemento fijo pero desconocido de Q. La pro-
Labilidad de que cualquier elemento de Q° se el verdadero, es
decir de donde sacamos la muestra, es, por lo tanto, 0 6 1, con
independencia del punto muestra observado.

Por otra parte, si establecemes una regla en virtud de la cual
sc rechaza o no la hipétesis, y si la decisién que s¢ hace depende
tinicamente de la localizacién del punto muestra, podremos hablar
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de probabilidad de que nuestra decisién sea verdadera o falsa, por-
que la decision —por ser funcién del punto muestra E— es una
variable aleatoria.

Visto esto, formularemos de forma mas precisa lo que es un
contraste de hipétesis estadistica. Sea Q° el conjunto de todas las
hiipotesis admisibles a priori como leyes de probabilidad P () de
las variables x,, x,, ..., xn, ¥ sea P (w) £ ©° donde w° es un subcon-
junto de Q° la hipétesis H, que hay que contrastar. Esto sig-
nifica: tenemos seguridad de que, cualquicra que sea ¢l punto
muestra observado, la verdadera distribucién dc probabilidad de
Ia variable alcatoria’ enedimensional es un miembro (fijo, pero
desconocido) del conjunto Q° y nuestra hipotesis es que P (w)
pertencce al conjunto de distribuciones mas restringido w® dentro
Q° La clase ©° puede contener solamente un solo miembro (hipé-
tesis simple) o diversos miembros (hipétesis compucsta). En el
tltimo caso todos los miembros de ®® se consideran como equiva-
lentes, y no tenemos interés en hacer distinciones entre ellos.

Sea W, un conjunto de puntos en el espacio muestral enedi-
mensional R, tal que cuando un punto muestra cae en W’ es
decir Ee W, , rechazamos la hipotesis Hy, en caso contrario no;
W, se llama la region critica (o mas generalmente, conjunto critico
de puntos) para contrastar la hipétesis H°, es decir P (w) £ w° res-
pecto a las alternativas P (w) £ (Q° — ©°). Una regién critica y un
contraste son evidentemente dos cosas iguales con nombres dife-
rentes.

En casos particulares, un contraste de hipétesis H, puede ser
decisivo, a saber: en los casos donde existe un subconjunto del
espacio muestra que tienc probabilidad =1 respecto H,, pero
probabilidad = 0 respecto cualquier otro miembro de 2°. Enton-
ces, por medio de un solo punto, podemos decidir —con probabili-
dad =1 de ser cierto— cuando H, es verdadera o falsa, rechazan-
do Hg, sélo si Ee(R, — W). También se supone que el conjun-
to Q° de hipotesis H puede dividirse en un sistema de k sub-
conjuntos disjuntos Q°, Q°%, ..., Q%, correspondientes.univoca-
mente con k conjuntos no solapados W;, W,, ..., W, del espacio
muestra, tal que

.

P (w, | He Q%)
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sea =0, {#j y 1 cuando i=j.(i,j=1,2,..., k). Entonces un
solo punto muestra podria restringir el conjunto de hipotesis admi-
sibles @ priori a uno de estos subconjuntos Q°,. Tales casos, aunque
importantes, son triviales desde el punto de vista de la teoria esta-
distica. Podriamos, por lo tanto, suponer que el conjunto Q° se¢ ha
reducido de antemano de forma que cualquier subconjunte W del
espacio muestra tienc una probhabilidad 1 de ser un miembro de Q°
y tiene, ademas, una probabilidad positiva con respecto a todos los
otros miembhros de Q". La aplicacion de un contraste tal como se
define "anteriormente sicimpre llevara algin peligro de decisiones
crroneas. :

Ahora bien, si la regién de rechace W, fuera el espacio muestra
total R, (o el espacio total menos una parte que tiene una probabi-
lidad cero.respecto a cualquicr miembro de Q°) entonces siempre
(o casi siempre) podriamos rechazar H,. Esto, evidentemente, no es
lo que queremos, ya que cuando deseamos contrastar H, esto lleva
consigo el que la creamos correota; y en este caso, el contraste daria
lugar constantemente a decisiones falsas. Por otra parte, si

P(R,— W, Hy) y P(W,|H,)?

son ambas positivas, corrientemente tendremos dos clases de riesgo
de tomar decisiones falsas por medio del contraste.

Supongamos primero que la hipdtesis es cierta y que al mismo
tiempo el punto muestra cac en W, (lo cual —por hipétesis— es
posible), entonces rechazamos H, y cometemos un error. Que se
llama error de primera clase.

Supongamos ahora que la hipdtesis es falsa (es decir, cierta una
dc las hipotesis alternativas), y al mismo ticmpo ¢l punto no cae
en W,. Entonces aceptamos Hy y cometemos un error. Al que sc
lfama error de¢ segunda clase.

Para cualquier tamaiio dado dc muestra podemos hacer la pro-
habilidad de uno u otro error tan pequeiia como queramos por una
eleccion apropiada de W, pero no es posible hacerlo con los dos
errores al mismo tiempo. Debemos, por lo tanto, hacer un convenio
yue dependera de la clase de error que queramos reducir, y ésta
siempre depende de las consecuencias que tenga una decisién falsa
en cada caso particular.,
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El problema total de contirastar hipétesis estadisticas y de la
estimacion consiste en deducir “las mejores regiones criticas” W,
tomando como base ciertos parametros del riesgo, los cuales, a su
vez, vienen dados por consideraciones externas y se consideran
como datos en la teoria estadistica. Expondrcmos brevemente la
teoria de Neyman-Pearson para la solucién de este problema. El
principio fundamental de esta teoria reside en la dislincion entre
las dos clases de errores anteriormente descritos. Una distincién
sugerida por si misma, al reccnocer el sencillo hecho de que el
desear contrastar una hipdtesis lleva consigo ¢l hecho de que pue-
da ser falsa, y, por lo tanto, es nccesario especificar en qué sentido
puede ser falsa. El reconocimiento y formulacion de tal principio
clemental —aparentemente casi trivial— se encucntra frecuente-
mente incluido entre las grandes retalizaciones de la investigacién
cientifica.

Consideremos primeramente el caso en que »° consiste de una
sola distribucién de pobabilidad P, , y supongamos que el conjunto
Q° — w° solamente conlicne otro solo ¢lemento: P, 4 P,. Queremos
contrastar, sobre la hase de un punto muestra E, la hipétesis H,
de que la verdadera distribucién de probabilidad es Py, la tnica
alternativa es P, : sca W, una region critica tal que la probabili-
dad P (W, | P;) sea exactamente igual a a (por ejemplo, = = 0,05),
a recibe el nombre de nivel de significacion o también tamaiio de la
region critica W, y es un parimetro de riesgo clegido a priort.
Hecho esto, si elegimos W, como rcgion critica para el rechace de
la hipoétesis. H,, la probabilidad de quc rechacemos la hipdétesis
cuando es cierta (es decir, probabilidad dcl error de primera cla-
s¢) es exactamente =. Pero en gencral hay diferentes regiones W,
dcl mismo tamafio «. Ahora bien, si la hipétesis no es cierta, es
decir, si la verdadera distribucion es P, , queremos, por otra parte,
tener una probabilidad la mayor posible de rechazar la hipdtesis
H,, es dccir, queremos que la probabilidad P (W, |P,) de que E
caiga en W, cuando P, es cierta sea lo mayor posible. Esta proba-
bilidad P(W, | P,) se llama la potcncia del contraste W, respecto
la alternativa P,, Sea W*, la region de tamario 2 para la quec esta
potencia es mixima. Evidentemente debemos emplear la region W*,
como nuestra region critica en lugar de cualquier otra region de
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tamano «. A W*, se la llama entonces la mejor regién critica
para contrastar P =P, respecto a la alternativa P =P, .

Supongamos que ampliamos el conjunto Q% — «® para que com-
prenda un sistema total de distribuciones de probabilidad alterna-
tivas. Entonces si W% es al mismo tiempo la mejor regién critica
para la contrastacion de P =P, respecto a todo el elemento del
conjunto de hipétesis alternativas, W*, recibe el nombre de con-
traste uniformemente mds potente. En unos pocos casos importan-
tes puedc demostrarse que tales regiones existen. Pero esto se apli-
ca solamente en ciertos tipos de contrastacién de hipétesis respecto
ciertos conjuntos restringidos de alternativas. Y si un contraste asi
no existe tendremos que elegir alguna region critica de tamaiio « la
cual sea lo “mas potente posible” respecto al conjunto de hipétesis
alternativas cn cuestion. La eleccion del “mejor” contraste sera
entonces algo mas subjetivo. Puede suceder que tomemos en con-
sideracion un cierto sistema de ponderaciones en importancia para
los errores de segunda clase para los diversos elementos del con-
junto de hipétesis alternativas, Por ejemplo, si la hipétesis a con-
trastar es que un cicrto parametro 0, en una distribucién de pro-
bhabilidad (la forma de la cual cs conocida) es ignal a un valor
especificado 0°, las alternativas posibles de todos los valores de 0
que van de — «w a -+ o puede ser que, por alguna razén, podra-
mos considerar mas importante considerar las alternativas 0 > 6°
que las alternativas 8 < 8°. El problema de introducir tal funcién
de ponderacion ha sido tratado por A. Wald (7).

Anteriormente hemos supuesto que la hipédtesis que va a ser
contrastada era simple, pero la idea general es extenderla a las
Liipétesis compuestas aunque las dificultades técnicas para deducir
regiones criticas del tipo aqui discutido son mas serias. El proble-
ma de determinar regiones W, que tengan el mismo tamarfio para
todo miembro del conjunto »° quec ha de ser contrastado, presenta
siempre problemas matematicos complicados, y algunas veces no
existe tal region (8).

(1) A. Worp: “Contribution to the theory of Statistical Estimation and
Testing Hypothesis”. Annals of Mathematical Statistics, vol. 10, decembre 1939,
pags. 299-329,

(8) Ver, por ecjemplo, W. FeLLir: “Note on Regions Similar to the Sample
Spaces”. Statistical Research Memoirs, vol. 1I, London, 1938, pags. 107-125
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Cualquiera que sean los principios por los cuales elegimos una
“mejor” region critica de tamaio 2, lo esencial es que un contras-
te se desarrolle siempre respecto a un conjunto dado de alternati.
vas posibles Q° Si sobre la base de algin principio general puede
cncontrarse un mejor contraste o region W'y para contrastar
una hipétesis dada P& w® respecto al conjunto Q° de las hipé-
tesis admisibles « priori, y si nos fijamos en otro conjunto
de hipétesis admisibles « priori Q', también conteniendo ©",
¢l mismo principio general corrientemente no dara otra “mejor”
region critica W”,. En etras palabras, si un contraste se ha des-
arrollado tomando como base un conjunto dado de hipétesis alterna-
tivas a priori Q° el contraste sera, en general, valido' solamente
para este conjunto ©°. Extendiendo el conjunto de hipétesis ad-
misibles de forma que incluyamos nuevas alternativas sin cambiar
la regién critica, siempre podriamos encontrar alternativas tales,
que cualquiera que sca la region critica elegida, su potencia res-
pecto a alguna de las nuevas hipétesis alternativas sera muy pobre.
Es esta una formulacion mas precisa de frases como ;para qué
sirve contrastar la significacién del coeficiente de correlacién cuan-
do quiza el supuesto de regresion lineal es falso? Este es exacta-
micnte el tipo de argumento que hemos discutido anteriormente.
Generalmente cuando contrastamos el significado del coeficiente
de regresion, ¢l conjunto de hipétesis alternativas Q° es sélo el
sistema de ecuaciones de regresion de la misma forma con coeficien-
tes de regresion que son distintos de cero. Q° no debe incluir otra
forma de regresién aunque éstas podrian muy bien aparecer.

En general, si una region critica W, para una hipétesis dada H,
se ha desarrollado tomando como base un conjunto Q° de hipétesis
admisibles « priori, y si la verdadera hipotesis —en lugar de per-
tenecer a Q° como se ha supuesto— pertenece a Q — Q° (es decir,
al conjunto complementario de Q°) habremos perdido el control
de los errores originariamente adscritos al contraste. Y puede, por
otra parte, 0011ri'ir que la potencia del contraste respecto a
cstas hipétesis “fuera del esquema”™ sea basiante bueno, es decir,
cuando una de estas nuevas alternativas es cierta en vez de la hipo-
tesis contrastada, la probabilidad de que el punto muesira caiga
en W, puede ser alta. Pero esta probabilidad puede también ser

23
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pequeita, incluso mas pequeiia que 2, lo cual indica que podriamos
tener menor probabilidad de rechazar la hipdtesis contrastada
cvando es falsa que cuando es correcta.

El requerimiento de la especificacion del conjunto de hipétesis
admisibles a priori antes de construir un contraste fuerza a esta-
blecer explicitamente que lo suponemos conocido v fuera de duda
y que deseamos contrastarla.

El problema de estimacién es el problema de obtener inferen-
cias de un punto muestra, asi como la ley de probabilidad del con-
junto fundamental de probabilidad de la cual la muestra se ha
obtenido. El problema de estimacién esta muy relacionado con el
problema de contrastar hipotesis estadisticas; en efecto, la estima-
cién puede considerarse como una forma particular de contrastar
hipétesis. ’ .

Sean x,, x,, ..., x, n variables con la ley de probabilidad (des-
conocida) P (w). Si sabemos que P (w) pertenece a una clase para-
métrica de distribuciones Q° es decir, P (w) es conocida excepto
para los valores de un cierto nimero finito de parametros. Podre-
mos expresar esto asi:

P(w) =P (w0]0,8,,...,80)

o abreviadamente P (1] 0), en donde la funcién P .es conocida. Una
muestra E se obticne de uno de los miembros de Q° aunque no
subemos de cual. El problema es sacar inferencias de E respecto
los valores correspondientes de los parametros 8. Sean los verda-
deros, pero desconocidos valores 8%, 8%, ..., 8% . Cualquier siste-
ma de valores de los parametros 8 pueden representarse por un
punto 8 en el espacio paramétrico, es decir, en un espacio euclideo k
dimensional, donde los ejes represemtan los k parametros 0. El
problema de estimacion consiste en definir una funcién la cual
asocia cada punto E en el espacio muestra con un conjunto de
puntos 0 en el espacio paramétrico. Si esta funcién es tal que a
cada punto E en el espacio muestra corresponde uno, y solamente
un punto 8, en el paramétrico, hablaremos de estimacién por pun-
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tos. Si a cada punto E en el espacio muestra adscribe la fé6rmula
de estimacion una region 1(E) [o mas generalmente un conjunto
de puntos I(E)}] en el espacio parameétrico, hablaremos dec inter-
valo (o conjunto) de estimacion. En el caso particular de estima-
cion por puntos 1(E) contiene solamente un punto 0 para cada E.

El intervalo (o conjunto) I(E) es, evidentemente, un conjunto
aleatorio, ya que es una funcién del punto muestra E. Podriamos,
por tanto, hablar de la probabilidad 8, de que el conjunto I(E)
cubra el verdadero punto paramétrico 0°, y podriamos elegir el
valor de 3 de acuerdo con el montante del riesgo que deseamos
considerar asi B = 0,95. Como no conocemos el verdadero punto pa-
ramétrico 0° B sera independiente de 0° es decir, cualquiera que
sca el verdadero punto paramétrico 8° de la distribucién de la
cual obtenemos la muestra, la probabilidad P (8°¢I[0°) (9) podra
ser la misma. § se llama el coeficiente de confianza para la estima-
¢ién de 6° y el I(E) correspondiente se llama un intervalo de
confianza (o mas generalmente un conjunto de confianza) para el
verdadero punto paramétrico.

Consideremos ¢l conjunto de todos los puntos paramétricos ad-
misibles « priori correspondientes a Q° Este conjunto de puntos
paramétricos puede considerarse como el conjunto de todas las
hipétesis simples contenidas en Q° es decir, todas las hipétesis
i = 0° en donde 0° puede ser cualquier punto entre cl conjunto de
puntos paramétricos admisibles @ priori (ahora consideraremos 6°
como un punto variable). Supongamos que para toda hipotesis
simple 8 = 0°% en el conjunto admisible a priori Q° construimos
por algiin medio una mejor regién critica W, (6°) de tamaio @,
como hemos descrito anteriormente, W, (68°) es la regién (o con-
junto) de rechace de

0=9" R,—W,®)

es, por lo tanto, la region de no.rechace o, brevemente, la region
de aceptacién de 8 = 0° y su tamaiio es 1 —«a, sea 1 —2 =B = al
coeficiente de confianza para estimar los puntos paramétricos por

(9) Cuando empleamos la notacion §%¢ 1 recordamos que §0 es el ele-
mento constante, mientras I ¢l variable. -
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‘medio de un punto muestra. Sea E, cualquier punto muestra arbi-
trariamente fijado. Puesto que suponcmos que la verdadera hipo-
tesis esti contenida en Q° es razonable exigir que en nuestro siste-
ma de regiones de aceptacion R, — W, (%) puede haher por lo
menos una region tal que E; pertenece a él. En general E, sera un
clemento del sistema total de regiones de aceptacién. Consideremos
todas las regiones de aceptaciéon de tamaiio $ de las cuales E; es
un clemento. A cada region de aceptacion R, — W, (6°) corres-
ponde un punto en el espacio paramétrico llamado el punto 6,
representando la hipétesis 0° para la cual W, (8°) es una region de
rechace. Al sistema de todus las regiones de aceptacion de las cua-
les E es un miembro, corresponde, por lo tanto, un conjunto dc
puntos paramétricos I (E,). Como E, era arbitrario y, por lo tanto,
puede ser cualquier punto E del espacio muestra, define una fun.
cion I(E) para todo E. Esta I (E) evidentemente tiene las propic-
dades de un conjunto de confianza para cstimar los parametros 0
por medio dc¢ un punto muestra E, a causa de que cualquiera que
sea ¢l verdadero punto paramétrico la probabilidad de que el
punto muestra E caiga en su region correspondiente de aceplacion
es | — % =8 constante, y cuando E cae en la region de aceptacion
para 8 —0° entonces también 6°z1(E), La probabilidad de que
[ (E} abarque el verdadero punto paramétrico, cualquiera que sea,
es igual a 8.

El problema de estimacion puede formularse mas generalmente.
Sean x,, x,,...,x, n variables aleatorias con distribucion de pro-
babilidad P (i) de la que sélo se conoce que pertenece a.un cierto
conjunto admisible a priori Q" de funciones d= distribucién. Q°
puede conziderarse como €l conjunto de todas las hipétesis admisi-
Lles « priori. Para cada una de estas hipotesis simples construya-
mos una cierta region de aceptacion U, de tamano 8, y sea (U7) la
familia de todas las tales regiones de aceptacién correspondicntes
al conjunto QY. Se da un punto muestra E,. Sea [U(E,)] la fami-
lia de todas aquellas regiones de aceptacién de las cuales E; es un
‘micmbro, y sea I1(E,) el conjunto de todas las hipétesis simples
(contenidas en Q°) que corresponden al sistema de regiones
[U(E,)]. Como E,; puede ser cualquier punto E, correspondera
un I(E) a todo E. I(E), definido de esta forma, es un conjunto
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de confianza con el coeficiente de confianza B, es decir, la proba-
bilidad de que I(E) contenga el miembro verdadero de Q° es
igual a B. :

15.—Propiedades generales del problema de contrastacion
de relaciones economicas

La teoria de Neyman-Pearson de contrastacién de hipétesis cs-
tadistica es puramente abstracta, al igual que cualquier otro es-
quema teorico. Esta cuestion es de interés por lo siguiente: Este
esquema representa un instrumento util en relacion con el preble-
ma de contrastar teorias econdémicas? ;Puede ayudar a entender
mejor la naturaleza de estos problemas e investigar soluciones
practicas de ellas? Yo creo que estas preguntas pueden respon-
derse casi todas afirmativamente. La discusién siguicnte se hace
para mantener este punto de vista.

Intentaremos dar una formulacién general axiomatica al pro-
blema de contrastar relaciones econdmicas, emplcando los prin-
cipiog de la teoria de Neyman-Pearson.

A.—Datos importantes en la investigecion cconémicae

El objeto de la investigacion econémica son las variaciones y
covariaciones entre grupos de fenémenos de la vida real. Sea K,,
K,, ..., K, uno de tales grupos. K, puede ser, por ejemplo, un
cierto tipo de hienes de consumo, K, puede indicar el fenomeno
Hamado *precio” de K, cte. Cada K es exactamente el nombre de
una cierta categoria de fenomenos reales concebidos de forma mas
o menos equivalente, y distintos de los de otras categorias. Muchas
clases de variaciones y desviaciones pueden aparecer dentro de
cada categoria. Estamos interesados solamente en variaciones que
se muestran por medio de un cierto numero de caracteristicas me-
dibles de cada K. Sean éstas n caracteristicas numerables x,, x.,
sy Xy, Y S€a

(.xl biy, Xxat, ...y Xn "I)

el conjunto de valores ohservados conjuntamente por las n Kaes
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indica “observacion ,en el tiempo ¢, o simplemente ohservacion
nimero £(f,, t, ..., €tc., necesariamente’ no ticnen que ser equi-
distantes).

Sea
(X by Xo Byy connn. , a0 )
(X) oy Xo yy ooenn. , A, L)
............. | 15.1]
(xy txy Xo Bxy oennn. s Xy tN)

un sistema de N observaciones conjuntas. Cada columna en [15.1]
representa una serie de medidas de la “misma variable”, por ejem-

plo, series de tiempo.

B.—Supuestos fundamentoles acerca de la naturaleza
de los datos economicos

’

Los n N valores
(X10s Xogs oonnnn s Xt b=ty toy ... N

en el sistema [15.1] de N conjunto de valores, puede considerarse
como un punto muestra E en el espacio muestra n N dimensional
de n N variables aleatorias

(x“, Ate covene . an) t =1t ... s Ixs

con cierta ley integral de probabilidad P (w). (w) indica un conjunto
de puntos arbitrarios en el espacio muestra de n N dimensiones).
Este supuesto indica lo siguiente: Consideramos la situacion antes
de que la muestra [15.1] se obtuviere, es decir, consideremos cl
sistema [15.1] como n N células vacias. Y consideremos el conjun-
to total de sistemas alternatives, con n N elementos, que a priori
puedan caer en las n N células. El supuesto anterior supone —por
hipotesis o por ser verdad— que antes de que la muestra se obtu-
viese hay un conjunto de sistemas satisfaciendo los requisitos del
conjunto fundamental de probabilidad tal como se define en la
seccién 9. Este supuesto es extremadamente general, como puede
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verse de la definicion de variable aleatoria de la misma seccion.

Indudablemente es dificil concebir un caso que pueda contra-
decir este supuesto. Para el propdsito de la contrastacién de hipo-
tesis no ¢s siempre necesario suponer que la muestra pueda repe-
tirse. Hacemos afirmaciones hipotéticas antes de obtener la muestra
v tenemos s6lo que ocuparnos cuando la muestra acepta o rechaza
la hipdtesis. El anterior supuesto cubre también, como un caso
particular, la situacion en donde, parzi ciertas células de [15.1], hay
exaclamente un sistema fijo de niumeros que deben ocupar estas
células, es decir, el caso en que —para algunas de las células de
[15.1]— ciertos valores fijos de las x correspondicntes tengan una
probabilidad =1 (es decir, son estocasticamente constantes). Esto
e~ de importancia en muchos problemas econémicos en donde al-
gunas de las variables se consideran como dadas automaticamente.

C.—La transformacion de un esquema estocdstico teorico

Dos son las clases de esquemas abstractos que aparecen en la
teoria econémica, a saber: un tipe que introducimos como materia
de ejercicio en razonamiento légico o como un modelo de una
economia idealizada (es decir, esquemas para los cuales una com-
paracion con la realidad no tiene sentido), y otros tipos que —aun-
que abstractos— creemos tienen alguna aplicacién en los fenéme-
nos econémicos reales. Para nuestro estudio solamente el tltimo
es importante,

Cuando construimos csquemas de este ultimo tipo, pensumos
siempre en algun fenémeno real cercano y tratamos de incluirlo
rn el esquema —siempre de forma simplificada—, comprobamos
gue tales esquemas nunca pueden dar una pintura exacta de la
realidad. Podemos admitir ciertas discrepancias. En el Capitulo 111
hemos discutido como se puede emplear un esquema estocastico
con este objeto a causa de la definicion tan general de variables
aleatorias, los esquemas estocasticos representan casos extremada-
mente generales de modelos tedricos. Podremos, por lo tanto, su-
poner que el problema de contrastar relaciones econémicas consiste
en confrontar ciertos modelos estocasticos especificados con un
conjunto de datos [15.1].
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Sea
: LA A S TT R . ATy
Xyt Xy by o X0 0,
..................................... [15.2]
e
Xy I, Yo In,y oo 8 X n In

un sistema de variables aleatorias teéricas que han de compararse
con las variables ohservadas correspondientes de [15.1].
Ademas, sea ‘

[15.3]

otro sistema de n N variables aleatorias introducidas en el esque-
ma teérico como pardametros aleatorios auxiliares, teniendo ciertas
propiedades especificadas su distribucién conjunta. (Las ¢ pueden
también introducirse como contrapartida de algun fenomeno real.
Ver Seccion II.)

Por ultimo, sea
s Fag veen s Tk [15.4]

un conjunto de constantes.
Impongamos un sistema de restricciones

fty bxy 0, X 6oy, . T X X Ly I N S H
X lis X bioqy veeen. s Xy L3 (xo); zl.e %oy Axy S b oeel.
~ — R J
...... Zm il = 0 T = ], ey N

[15.5]

a las cantidades [15.2] — [15.4] ft; es una funcién e:pecificada
para cada valor de i, i =1, 2, ..., N (en particular, todas las f pue-
den ser las mismas e independientes de t ; entonces solamente los
argumentos de la funcién cambiarian). (X,) es un simbolo ahrevia-
do de un conjunto de condiciones iniciales, es decir, los valores
de x;, (j=1, 2, ..., n} parat—=t, t_,, t_,. Tales cantidades pue-
den o no entrar en [15.5]. Si entran supondremos entonces que son
constantes que tienen valores conocidos.
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Para cada punto del tiempo t =1t,, t,, ..., t; [15.5] es una rela-
cion estocastica que define implicitamente una de las variables,
por ejemplo x', ¢, , como una funcién de

1. Los valores previos de la primera variable.

2. Los valores previos y simultaneos de las otras variables.

3. m variables aleatorias €. .

Supongamos que [15.5] debe contrastarse en nuestra teoria
economica; las variables aleatorias & tiemen una distribucién con
ciertas propiedades prescritas. La principal tarea de una teoria
cconémica es hacer una eleccion fructifera de la forma de f.

En esta formulacion general, [15.5], con los supuestos respecto €,
puede representar una teoria c¢stdtica o dindmica. Supongamos,
como anteriormente, que cada ecuaciéon [15.5] puede resolverse para
x,tei=1,2, ..., N. La teoria es estatica si: 1}, entran solamentc
variables para el mismo periodo de tiempo en cada una de las
ccuaciones [15.5], vy, al mismo tiempo, 2), las n—1 variables alea-
torias x', t;, ..., x'ot; y las m variables ’

te suponen estocasticamente independientes de los valores previos
de las variables x’ y ¢'. Por otra parte, la teoria es dinamica en el
sentido de que “lo que sucede en el tiempo t depende de lo que
haya sucedido antes”.

Por otra parte, [15.5] es una afirmacién vacia acerca de las
variables [15.2] en el caso de que solamente conozcamos algo acerca
de las variables aleatorias ¢, ademas de [15.5] para que -—cual-
quiera que sean las variables x*— podamos definir las variables =
de forma que [15.5] se verifique. Debemos hacer alguna afirmacién
adicional respecto las propiedades de la ley condicional de proba-
hilidad conjunta de todas las variables para valores dados de las
{n —1) N variables “independientes”, las cuales se suponen son

. , , :
X ot X'ats covenn s X'ne (t = t,, by, ...... , ty).

Cuando ocurre esto se deduce de [15.5] que la ley de prohabi-
lidad conjunta de todas las variables x" de [15.2] no pueden tener
cualquier distribucién, deben pertenecer a una clase restringida
{mayor o menor) de leyes de prohabilidad.
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Por ejemplo, supongamos que [15.5] fuera de la forma
Xyt — a2 X, —eg, ;=0 [15.5")

y supongamos que las variables & se distribuyen independientemen-
te de las variables x', t;. Sea

P (El TR » &y ‘;\‘)

Ia ley de probabilidad conjunta de las N variables €. Entonces se
deduce que para valores dados de las variables x',t; las variables
x') t; tienen la ley de probabilidad conjunta elemental

Py [ 0y — 2 ), ()t — 2 25 t0) ]

Y de aqui, cualquiera que sea la ley de probabilidad elemental
de p,, es decir N de todas las variables x,,, la ley de prohabilidad

-

conjunta p, de las 2 N variables x° tendran la forma

Ps == P, — pa.

Asi [15.5], junto con cualquier supuesto adicional rcferente a
la distribucién y propiedades de las z, implicaria qeu la ley de
probabilidad n N dimensional de las n N variables aleatorias x* per-
tenecen a una subclase restringida w de las clases de todas las po-
¢ibles leyes de probabilidad n N dimensionales. Al mismo tiempo,
es evidente que toda nuestra teoria considera lo mas posible las
ohservaciones de las variables x° que estamos considerando (las-
ccuaciones [15.5], por otra parte, dicen mucho mas acerca de las
variables x" y ¢ cuando se consideran conjuntamente, pero no
es posible ohservar las ¢ —por hipétesis—). Si anadimos un nuevo
sistema de n N ecuaciones, x = x’, cs decir, si identificamos cada
variable teérica x’ en el sistema [15.2] con la correspondiente va-
riable observada en [15.1], nuestra teoria se convierte en una hi-
potesis estadistica, a saber: la hipétesis p (1) € . Fermularemos
esto con algo mas de detalle.

D.—Formulacion de [15.5] como una hipétesis estadistica respecto
a la ley de probabilidad de las variables observadas

Indiquemos por € un punto en el espacio muestra m N dimen-
sional de la variable ¢ en [15.3]. D(€ ¢ v), en donde v es el argn
mento de la funcién de conjunto D, indica la integral de la ley de
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probabilidad de las m N variables &€ dados los valores de las
(n — 1) N variables

Aoty X'ggs cennnn , Xnt (t = t,, toy -..... , )

(las “variables independientes”). Esta distribucién esta a nuestra
disposicién para formular la teoria. Por lo tanto, pertenece —por
hipotesis— a un cierto conjunto S de leyes de probabilidad m N
dimensionales. En el caso en que se halla especificado totalmente
la distribucion D de las variables en nuestra teoria. S conticne
:clamente un clemento. h

Consideremos el caso general en que los valores de los parime-
tros 2, en [15.5], no vienen dados por la teoria, sin que estén a
nuestra disposicion, es decir, estamos preparados a aceptar valores
cualesquiera de 2. Entonces S, y las restricciones [15.5], definen
una cierta clase, v, de leyes de probabilidad para x'. Esta clase
se podria imaginar que se obtienc por el proceso siguiente:

Consideremos un solo miembro D del sistema S y todus las
distribuciones conjuntas postbles de las variables x' sujetas a las
restricciones [13.5] para un sistema fijo arbitrario de valores de «.
lepetido este proceso para 1), todos los sistemas de valores posi-
bles de los parametros, y 2), para todo micmbro del sistema S.
Todas las leyes de probabilidad conjunta de las variables x' obteni-
das de esta forma forman la clase w.

“stamos interesados en conocer cuando P (w), es decir, la ley
de probabilidad de las m N variables ohservadas x, pertenecen a w .
La hipotesis que ha de contrastarse es, por lo tanto,

P (1¢) = w; alternativas admisibles P (w) ¢ (Q — w).

- Esta formulacion del problema de contrastar relaciones econo-
micas es muy, gencral. Con objeto de desarrollar contrastes no tri-
viales es necesario imponer restricciones supletorias a los conjuntos
Q.v w (en particular para restringiv el conjunto S de leyes de pro-
babilidad condicional de las variables aleatorias £). Mencionaremos
algunos tipos importantes de restricciones del conjunto Q v .

1.—Restricciones en las variables aleatorias ¢ exigiéndolas que
sigan ciertas -leves de prohabilidad sencillas, o restriccion en el
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sistema S convirtiéndolo en cierta familia paramétrica de distribu-
ciones, o en una distribucion especificada.

2.—Restricciéon del conjunto de hipétesis admisible o priori del
ccnjunto Q° v del conjunto © definidos anteriormente, es decir,
los conjuntos de todas las distribuciones de probabilidad que son
compatibles con [15.5] para por lo menos un sistema de valores de
los parametros =, y entonces la restriccion del conjunto de lus le-
yes de probhabilidad debe contrastarse respecto un conjunto par-
ticular w° de este Q° correspondiente a un sistema fijo de valoresz
de los parametros z (ejemplo de contraste de significaciéon). Esto
indica que estamos seguros —o que lo aceptamos sin contraste—
que la teoria [15.5] es correcta cualquiera que sea la forma de las
funciones f.

3.—Restricciones impuestas a las variables x” por algunas otras
relaciones hasadas en la teoria econdémica ademds de las [15.5].
Este es un caso muy corriente cuando consideramos sistemas de re-
laciones economicas, y debe tenerse en cuenta cuando se formula

2 anterior.

el conjunto o
Una pregunta interesante e importante es la siguiente: ;Un
contraste de la hipétesis [15.6] es también un contraste de la co-
rrecciéon en la forma de las f en [15.5]7
Antes de nada preguntemos ;qué es un sistema correcto de fun-
ciones f? Demos una respuesta precisa a esta pregunta: Cualquier

sistema de funciones f tal que
[Plw)]eolfiy ... fix)

en donde wif, ... fix) o, abreviadamente, o (f) indica el conjunto
w (0 w?), correspondiente a este sistema de las f, es un sistema co-
rrecto de funciones f. Habra, en general, una infinidad de teorias
“correctas” [15.5). En particular, habra varios sistemas diferentes
de f, las cuales —junto con varios supuestos acerca de las propie-
dades de la distribucion de las ¢— dardan todas idénticamente el
mismo conjunto de leyes de probhabilidad «, es decir. son indis-
tinguibles desde el punto de vista de las observaciones. Esto, por
otra parte, no indica que todas las formas “correctas” de la teoria
sean igualmente buenas o interesantes; para los propoésitos de la
prediccion de la “bondad” de una relacion cstocastica, si es co-
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rrecta, en general se juzgari a partir de las propiedades de las
variables aleatorias ¢ que contiene. Generalmente queremos que
los errores sean pequeiios en uno u otro sentido.

Sea o (f° S) un conjunto de leves de prebhabilidad de las varia-
bles x" definida para un sistema particular f° de funciones en [15.5]
v un conjunto S de distribuciones de ¢. Entonces si un contraste
W, de la hipotesis ‘

Piic) e w {f°,5)

debe tener una alta potencia con respecto de toda alternativa no
contenida en « (f°,S) el contraste W, podra, por su parie, tener
también una alta potencia de detectacién, en particular de deci-
siones falsas sobre las farmas de las f°.

Si queremos, no ohstante, contrastar una hipétesis [15.6], siendo
las alternativas casi todas (es decir, el conjunto de hipétesis admi-
sibles « priori es Q) entonces no importa el contraste elegido;

(13

habra siempre dentro de estas “casi todas™ alternativas algunas
para las cuales la potencia del contraste es muy pobre, en el caso
de que una de estas alternativas fuese cierta tendriamos sélo
‘una posibilidad muy pequena de rechazar la hipétesis comprobada.
En todos los casos practicos, es por lo tanto necesario que scamos
capaces de restringir, de antemano, el conjunto de hipétesis admi-
sibles Q° tanto como sea posible, teniendo al mismo tiempo fuertes

motivos para creer que la hipétesis verdadera no esta fuera de Q°.

No hemos entrado én detalles técnicos acerca de la construe-
cion de contrastes, la teoria de los cuales se ha descrito hrevemente
en la seccion 14. Nuestro propdsito ha sido demostrar cémo dehe
un economista formular problemas de contrastacion para que los
pueda resolver un estadistico. Para dar un ejemplo mas concreto,
cn la proxima seccién consideremos un ejemplo sencillo, pers im-
portante, de economia estadistica: el problema de contrastar la
tendencia de una serie de tiempo suponiendo que las variahles
aleatorias adicionales son de un tipo muy sencillo.
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16.—Ejemplo de contrastacion de hipétesis. Un c¢jemplo sencillo
del ajuste de una tendencia

Sea y, una serie de tiempo observable, en donde t =1, 2, ..., N
indica N puntos equidistantes en el tiempo. Supongamos que co-
nocemos, o creemos sin contraste, que el siguiente modelo (en -
donde E indica “valoer esperado de”) es cierto:

ye=kt+b+e t=12,....N) [16.1]
E(y ) =kt+b (=1,2,..,N) [16.2]

E(z) =0 E(?) =0o® (independiente de t) (16.2']

1 1
plydt) = ——exp[—-

a\V2= 2 a2

(yo —kt—b)2]  [16.3]

¢ se supone numéricamente conacido.

Consideremos N poblaciones (o universos) correspondiente a N
valores fijados 1, 2, ..., N de t. Para cada ¢, y, se distribuye nor-
malmente con media (k¢ 4 b) y varianza 6. Para cada valor de ¢
suponemos que chtenemos exactamente un valor de vy, de tal forma
que estas extracciones sean estocasticamente independientes. La dis-
tribucién en el muestreo de estas N extracciones es, por lo tanto.

1 1
PYis¥ar s ¥N) = ——————exp [—
(o V2 =¥ 2 o2

Xy, —kt—b)?]

N .
(X significa ¥ en toda esta seccién)
1=

Todas estas cosas se suponen conocidas; el iinico elemento desco-
nocido son los valores de k y b, es decir, sabemos que es po:zible
elegir b y k tal que la serie observable y, satisfaga nuestro modelo.

Por el método de los minimos cuadrados (o por el de la maxima
verosimilitud aplicado a [164] obtenemos la siguiente fé6rmula de
estimacion :para el parametro k:



JUNI0-DBRE. 1956] LA TEORIA PROBAELILISTICA... 367

T '——l-) (3 _‘;)
Estimacion de k = k = [16.5]
X—1)?

en donde t e y indican medias aritméticas observadas de t e ¥y
A B

respectivamente. k es, por otra parte, una variable aleatoria en

muestras repetidas (de N extracciones las t son las mismas siem-

pre). Empleando [16.1] tendremos:

Se—t0(kt+b+e—kt—b—¢)
P = ' [16.6]

T(e—re)?

>

de esta forma E(l/;) =k, es decir, sera una estimacion inesgada.
Queremos contrastar la hipotesis de que k = 0. ;Cual es el conjunto
de hipétesis admisibles a priori, o sea el conjunto Q°? Es éste. El
sistema de todas las distribuciones de probabilidad [16.4] obtenidas
dejando que k y b recorran (independientemente) todes los valo-
res de — o a o« y no otros. La hipétesis que hay que contrastar
es que k=0 frente a estar b comprendido entre — o -} 0, es
"decir, el conjunto «° es el sistema de todas las distribuciones de
probabilidad obtenidas de [16.4], haciendo k = 0 y dejando que b
tome sucesivamente todos los valores de — o a + . Tenemos
que contrastar, por lo tanto, una hipétesis compuesta.

Para contrastar kK — 0 debemos elegir una regién critica de re-
chace W, en el espacio muestra N dimensional de las variables y
tal que Ja probabilidad de que un punto muestra caiga ¢cn W,, no
importa cual sea e] valor de b, es igual a « (es decir, 0,05) cuando
la hipétesis k = 0 es cierta; y ademas, la region W, debera ser tal
que la probabilidad de que un punto muestra caiga en ella cuando
la hipétesis k =0 es false sea lo mayor posible, e independiente
del valor de b.

Con este propoésito consideremos la distribucion del estimador k.
De [16.6] so ve que k es una funcién lineal de N variables ¢,, ¢,,
..., €x lineales independientemente distribuidas v normales, las ¢

A
son un conjunto dc constantes; por hipétesis, k se distribuye nor-
malmente con
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2

. ]
media = k  varianza = —— [16.7]

T(t—1)
A
La distribucién de k es independiente de b, y tendremos:

" I/:I! —1)* Le—0®
g k) = ——— exp [—————— (k—Fk)?] (16.8]
o\V2= 2q?

y de acuerdo con nuestra hipotesis a contrastar, k = 0, tendremos:

N VEie—y* T(e—1)° A _
po (k) = —————exp [— — kT, _ [16.8]
o\V2= 2 ¢*

Consideremos las dos siguientes colas iguales de la distribucién:

A —Cc3J - ) + [ole]
h<—K=—— v k>4+K=—"—— [169]
Vse—n® Ve —o¢
en donde ¢ es una constante positiva determinada, esto es:
K
‘ A A )
1— f tok)dbk =2. [16.10]
. l_K B

Los dos intervalos {16.9] definen una cierta regiéon de recha-
z0 W, en el espacio muestra de las variables y a causa de que k
es, por [16.5], una funcién univoca de las y. La probabilidad

—cuando la hipétesis k =0 es ocierta— de que l’c\ puede caer en
cualquiera de los dos intervalos [16.9] es la misma que la proba-
bilidad de que el punto muestra caiga en W, y esta probabilidad
es exactamente igual a «. Por otra parte, ;cuales son las propie-
dades de esta region critica si la hipotesis es falsa, es decir, si
k#0? Se ha demcstrado que la regién de rechace W, correspon-
diente a las dos colas [16.9] tiene las siguientes propiedades {10):

(I0) Ver Nevman: “Lectures and Conferences on Mathematical Statistics”,
Washington, 1937, pag. 20.
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Cuando la hipétesis k = 0 es falsa, es decir, cuando k #0, la
probabilidad de que el punto muestra caiga en W, (es decir, la po-
tencia del contraste) es « > 0, lo cual indica que el contraste es
inesgado. Y que para cualquier otra regién critica inesgada de ta-

mario ¢ la potencia es menor.

A
Si rechazamos la hipétesis k = 0 cuando k cae en uno de los
intervalos [16.9] tendremos el mejor contraste inesgado de la hipé-
tesis k == 0 correspondiente al nivel de significacion «.

La probabilidad de que l’; pueda caer en cualquiera de los in-
tervalos [16.9] cuando k30, es decir, la potencia del contraste,
puede calcularse como una funcién de k directamente de [16.8].
Esta funcion de potencia —se la designa por B (k)— es sencilla-

mente:

/Z(t—t z(t___;)2 A A
k)—l—f - exp | ———(k—k)? ) dE
o \V2 = 2 ¢g?

ZK
{16.11]
cn donde K viene dada por [16.9].

Como ejemplo tenemos
N=9, o=1, 2=0,05 ¢=196
(de las tablas de la distribucién normal). Tendremos entonces:
T(t—1)2=60.

Si introducimos estos valores numéricos y cambiamos la variable
de integracién por la transformacién

K=/ VEt—0%0—1

[16.11] se convierte en:

1 1,96 — /60 k ' 1
k) =1— __f exp| ———K*® JdK
V27 J 1,96 — 60k 2

[16.11']

24
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Valores de 8 (k) para valores diferentes de k sz obtienen direc-
tamente de las tables de la distribucion normal.’

En la tabla 1 se dan los resultados para unos pocos valores de k.
La curva de la figura 3 representa la funcién continua de la po-

tencia 8 (k).

TABLA 1
La probuabilidad de que rechacemos & =0
Si el verdadero valor de k es por e] contraste [16.9] (es decir, la poten-
¢ cia del contraste)
k B (k)
0 0,05 T
=+ 0,1 0,12
+= 0,2 0,34
4 0,3 0,64
*+ 04 - 087
+= 0,5 0,97
8w

g 3

— " A 2 A YU N A K
-06 -05 -04 -03 -02 -Q1 O of 02 03 04 05 06

Figura 3.—Funcién de potencia del contraste [16.9)
(N = 9, c= l, [ =t 0,05. c= 1,96)
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En el eje horizontal van valores dados de k (kK = 0 es la hipéte-
sis contrastada; otros valores de k representan hipétesis alterna-
tivas).

En el eje vertical van valores de B (k) representando la proba-

bilidad -de que l/:'caiga en la regién de rechace [16.9] para la hipé-
tesis k =0, cuando k es cl verdadero valor de estos parametros.

@ = 0,05 representa el nivel de significacion.

Los puntos seiialados por un circulo (®) indican la potencia
del mismo contraste [16.9] cuando las & son independientes y vie-
nen definidas por [16.12].

Este grafico indica para k # 0 la probabilidad de rechazar —co-
rrectamente— Ja hipdtesis k =0 cuando es falsa. Cuanto més nos
alejemos de k =— 0 mayor sera la probabilidad de rechazar k = 0;
£ (k) es la probabilidad de no cometer un error de la segunda clase,
considerado como funcién de k.

Consideremos un ejemplo mostrando lo que sucede si la hipé-
tesis alternativa que realmente es cierta no se incluye ¢n el conjunto
de hipétesis admisibles a priori Q° que fué la base del contraste
anterior.

Una de las restricciones impuestas anteriormente fué la de que
las ¢, en las N observaciones, eran e:tocasticamente independien-
tes. Esto se considera como un hecho conocido y no como una hi-
potesis que pudiese ser cierta o falsa. Supongamos que esto no
estuviese justificado. Asi, por ejemplo, sin nuestro conocimiento, y
niientras procediamos como si nuestro esquema original fuese co-
rrecto, las series de las & eran del siguiente tipo:

Sean

&0’ gls s gx\")

N 41 variables distribuidas independientemente con medio cero
y varianza o® = que la de las anteriores €. Consideremos una nueva
serie de € dadas por las férmulas

1 .
€ :_—T—(E‘_l -*- él) (z:],2,...,N) . [16.12]
V2 ‘

Cada una de estas nuevas £ tomadas separadamente tiene como
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medic cero, y la misma varianza 6°. Pero las &, y €4, estan positi-
vamente correlacionadas (coeficiente de correlaciéon 1/2).

. Supongamos que procedemos como si estuviéramos tratando con

la serie € original, en lugar de [16.12]. Por [16.6] l/; es una funcion
lineal de variables normalniente e independientemente distribuidas,
es decir:
A Z(t—t) (G-, +8)
k =k 4 [16.13]
V2E (@t —1)*F

A
v, por lo tanto, £ ahora también ce distribuye ncemalmente con

media = k, y la varianza de k es ahora la de la funcién lineal

S(—1) oy + &)

. [16.14]
V2 E(t—1)2
la cual da
1 —_— .
o' = - (S (-—1)26 +
[E(—0)7)*
N1 —
4 T (t—1t) (41— 6],
N .
(16.15]
Tomando como en el ¢jemplo previo
N:g, c=1 c:],()ﬁ
chtenemos .
. 60° 36
S = —— (60 +440) = — [16.16]
"
1 1
y por lo tanto, por analogia con [16.11], tendremos:
) 1 1,52 -6k 1
Bt (k) =1— _[ ex| ——K? | dK
V2= . _152—6k 2

[16.17]
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B¢ (k) es la probabilidad de que % —calculado por [16.5] aunque
las ¢ estan definidas por [16.)2]— caiga en cualquiera- de los
dos intervalos definidos por [16.9]; esta probabilidad se considera
como una funcion del parametro k. Como ejercicio, los valores de
B* (k) para

k=0 k==%03 y k===04

s¢ han seiialado en la figura 3 (puntos dentro de un circulo). Estos
valores obtenidos de [16.17] son

B* (0) = 0,13, B* (=0,3) =061 y 3* (= 04) =0,81.

¢ Qué es lo que indican estos resultados? Indican que el con-
traste [16.9] para una hipétesis alternativa’ (dependiente de ¢) no
incluida en Q° puede —incorrcctamente— rechazar la hipétesis,
contrastada (es decir, Kk =0) cuando es cierta mas frccuentemente -
que lo supuesto (13 % en lugar del 59%). Habhiamos construido el
contrastc de forma que rechazaba la hipétesis k' = 0 —cuando era
cierta— en solamente el 5 % de los casos en que el contraste se apli-
ca. Pero esto ahora no ocurre. El motivo es ficil de encontrar. Con
objeto de hacer @ = 0,05 en nuestro primer ejemplo (con errores
independientes), fijabamos un valor ¢ tal que Ia integral en [16.10]
fuese igual a 0,95. En el cuso presente, la integral sobre el mismo
recorrido (dado por [16.9]) es menor que 0,95 a causa de que la
varianza de¢ k ahora es mayor (1/36 en lugar de 1/60) uno menos,
esta integral es, por lo tanto, mayor que « = 0,05.

También vimos que rechazabamos la hipétesis falsa k=0 cn
cl 87 % de aquellos casos en que k= + 0,4, mientras de hecho
ahora es solamente en cl 81 J de¢ los casos a causa de que cuando
construinmos el contrastec para k=0 no tomamos en consideracién
la posibilidad de que las ¢ pudiesen ser dependientes.

La hipétesis k = 0, asi como la hipétesis alternativa acerca de k
en la tltima construccién, no indica la misma cosa que en el pri-
mer cjemplo con errores independientes. En particular, la hipéte-
zis contrastada (es decir, k =0) no es para la que hemos cons-
truido el contraste, a causa de que ahora incluye la pc-sibifidad de
que los errores sean dependientes. En otras palabras: Aunque la
hipétesis k = 0 puede ser cierta, hay algo aqui que cs falso en este
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caso —respecto la hipétesis contrastada en el caso de errores inde-
pendientcs— ya que el coeficiente de correlacién entre las € hay
que tomarlo en consideracion.- Es de interés hacer notar que el
contraste anterior indica esto bastante bhien al rechazar la hipétesis
k=0 un 13 % en lugar del 5% en los casos en que k=0 es
cierta. Este resultado, sin embargo, no es general. Lo opuesto puede
ocurrir en otros casos.

"Por otra parte, en ¢l caso anterior, el fallo puede no ser muy
grande a causa de que sucede que la potencia del contraste es bas-
tantec buena también para la hipétesis fuera de Q° que habiames
considerado. Y en muchos cuasos importantes e:to pucde suceder,
es decir, siempre que desarrollemos un contrastc solamente res-
pecto a una clase muy .restringida de hipétesis admisibles a priori
Q, este contraste podria ser bueno respecto a una clase de alter-’
nativas mas amplia, ‘

El ejemplo anterior aclara, yo creo, un método muy util de pro-
ceder para contrastar relaciones economicas. Definiremos primera-
mente un cierto conjunto de esquemas admisibles a priori, Q°, con-
teniendo las que consideramos como las mas importantes alterna-
tivas, y son al mismo tiempo de tal forma que pueden experimen-
tarze sin dificultades técnicas prohibitivas. Entonces, si llegamos a
tener sospechas —por una u otra razén— sobre si Q° es completa,
podriamos estudiar la potencia del contraste para ciertos esquemas
exteriores no contenidos en Q% Por ejemplo, puede suceder que
una cierta hipétesis exterior a Q% es decir, una hipétesis rechaza-
da @ priori, si a pesar de todo fuese la verdadera, podria tener con-
secuencias importantes para nuestra decision. Para ver en qué riesgo
estamos incurriendo empleando un contraste que rechaza la posi-
bilidad de que csta hipétesis sea cierta, calcularemos la potencia

de la prueba para esta hipétesis exterior.

Per otra parte, cualquiera que sea el contraste desarrollado
sobre la base de un cierto conjunto ©°, de hipétesis admisibles
« priori, sera siempre posible encontrar hipétesis fuera de Q°, tal
que la potencia del contraste respecto a estas hipétesis sea muy
pobre, o por lo menos e:to es lo que queremos que ocurra con un
contraste que sca bueno dentro de Q°. Para tener alguna posibilidad
de alcanzar conclusiones no triviales debemos suponer que tenemos
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un cierto conocimiento « priori, o deseamos tener un cierto riesgo
con objeto de restringir Q°%; el riesgo total que lleva el restringir
Q° es tal que no puede calcularse en términos de probabilidad.
La eleccién de un conjunto admisible a priori Q° es, indudable-
mente, ohjeto de conocimiento general e intuicién.

La discusién anterior da, yo lo creo, una interpretacién clara
a la frase “supongamos que el total fundamento formal de la teoria
es falso, ;qué significado tiene contrastar coeficientes, etc.? De
hecho, esta cuestién esta, hablando estrictamente, justificada, siem-
pre que tratemos de explicar la realidad por un modelo tesrico.
Pero si esta actitud se lleva al extremo nunca seremos capaces de
realizar nada en el camino de explicar fenémenos reales.

17.—El significado de la frase “Formulas tecricas por contempla-
cion de los datos”

Todos los modelos de teoria econémica, por abstractos que sean,
probablemente se deducen dec la consideracién de algin fenémeno
real. Los “datos”, en el sentido amplio del conocimiento empirico,
estaran siempre en alguna extensién influyendo nuestra formulacién
de teorias acerca de ellos.

Si tratamos de dar solamente descripciones simplificadas y con-
densadas de cusos empiricos, no hay riesgo al elegir una teoria que
“se ajuste hicn”. El riesgo se presenta si generalizamos en el si-
guiente sentido. Especificamos una clase empirica de fenémenos
(por ejemplo, la clase de todos los valores correspondientes de pre-
cios y cantidades vendidas. de una cierta mercancia). Conocemos
empiricamente un cierto numero de miembros de estas clases. Es-
pecificamos una clase tedrica (por ejemplo, una relacién cstocastica:
precio-cantidad) que abarca en particular los miembros conocidos
de la clase empirica. Esperamos que la clase tedrica cubrirda todos
los miembros de la clase empirica. La construccién de tal clase
teorica es, sin duda, el problema de la ciencia inductiva. Lleva
consigo riesgos de fallos que estan fuera de nuestro control. Una

“mentira®” en relacion con tales

discusién general sobre “verdad” o
procesos empiricos inductives caec en la metafisica.

Pero la frase “formulas teéricas por contemplacién de datos”
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tiene, entre los que trabajan en investigaciones cconémicas, un
estricto significado, el cual consideraremos micntras se aclara. El
argumento corriente cs el siguiente: Supongamos que tenemos un
cierto numero de observaciones o valores simultineos de un sistema
do variables econdmicas y que hay algunas relaciones entre las va-
riables sin especificar la forma de las mismas. Eliminamos un gran
namero dc relaciones y encontramos una que se “ajusta a los datos”
(en un scntido u otro). Ahora bien, si encontramos la forma de una
relaciéon que se “ajuste hicn”, ;es ‘esto, en si mismo, una comproba-
cion de la bondad de esta relaciéon como una teoria?, ;no es esta
formula una afirmacién trivial respecto los hcchos?

Muchas discusiones se han suscitado por este motivo cn relacién
con el problema de contrastar teorias de la vida de los negocios.
Por cjemplo, una gran cantidad de modelos simplificados dinami-
cos implican que cada una de las variahles que se presentan satis-
faga (aparte de un término de error) alguna ecuacién en diferen-
cias lineales de un cierto orden, con coeficientes constantes. Es evi-
dente que podriamos alcanzar este mismo resultado partiendo dec
modelos fundamentalinente diferentes, es dccir, podriamos cons-
truir un gran numero de modelos que fuesen muy distintos, asi como
sus supuestos basicos o el tipo de mecanismo econémico que des-
criben. Ahora bien, si las series observadas satizfacen algunos ciclos
bastante regulares, tales ecuaciones en diferencias pueden corrien-
temente ajustarse a estas series muy bien por una eleccién adecuada
de los coeficientes. Y si aceptamos esto como una comprobacién de
que la serie real satisface tal ecuacién en diferencias finitas, po-
driamos decir que la teoria “correcta” podria pertenecer a la clase
de modelos que se relacionan con tales ecuaciones en diferencias.
Pero no podemos, de este ajuste, deducir la teoria “correcta” de
las clases-de modelos admisibles. Si clegimos un medelo particular,
el hecho de que la ecuacién correspondiente en cada variable pueda
ajustarse a los datos no da una garantia de que el modelo sea correc-
to. Se arguye generalmente que tales ajustes bucnos de ecuaciones
“finales” no indican mucho desde el punto de¢ vista de comproba-
cion de teorias.

Este argumento no cubre totalmente el punto real de friccién.
En efecto, si pudiésemos establecer que las variables observadas
satisfacen muy acusadamente un cierto sistema de ecuaciones en
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diferencias lineales (por ejemplo), tendriamos una restriccién muy
util y fuerte sobre la clase de los modelos admisibles a priori. En
general, cuando podemos establecer que ciertos datos satisfacen
relaciones, afadimos algo mas a nuestro conocimiento: una restric-
cion en la clase de las hipétesis admisibles. La dificultad real resi-
de en decidir cuindo una relaciéon dada es o no compatible con
los datos; y la cosa importante que hay que analizar es la realidad
del contraste por el que se hace la decisiéon, puesto que tratamos
do relaciones estocasticas y variables aleatorias, no reclaciones
exactas.

Desde este punto de vista, no hay objecidon justificada cuando
se consideran varias leorias para encontrar una que se “ajuste a
los datos”. Pero se pueden hacer objeciones respecto ciertos “mé-
todos de contrastar el ajuste”. Examinaremos esto con mas detalle.

Consideremos un sistema de variables aleatorias observadas, como
en [15.1], y una relacién a contrastar, tal como la [15.5]. La teoria
define una clase »° de leyes de probabilidad, y queremos contras-
tar P (w) £ ©®°. Hemos visto que, con chjeto de desarrollar un con-
traste de esta hipétesis, tenemos que definir un conjunto, Q°, de hi-
potesis admisibles « priori. Sea (0°) un sistema dc conjuntos dife-
rentes %, correspondiente a distintas relaciones a contrastar y tal
que cada ®° esté contenido en Q°. Para cualquier conjunto ®° po-
driamos contrastar la hipétesis P (w) £ ©® ; el conjunto de hipéte-
sis admisibles e priori sera siempre el mismo €°. Es, evidente-
mente irrelevante, como debemos elegir la hipétesis que ha de ser
contrastada dentro dc Q° En particular, la hipétesis puede ser
una que se sugiera por la inspeccion de los datos. Esto es perfecta-
mente legitimo, tanto mas cuanto el conjunto Q° de alternativas
es y permanece fijo a priori. Entonces podremos calcular la poten-
cia del contraste empleado y veremos qué riezgo tenemos si acep-
tamos la hipotesis contrastada. Lo que no se puede permitir es que
Q° sea una funcion del punto muestra. A causa de que el contraste
no controla los dos tipos de error. Si Q° se fija sobre la base de
un punto muestra, y ¢e desarrolla un contraste respecto este con-
junto de hipétesis admisibles, no tendremos nunca idea de cuando
la verdadera hipétesis esta contenida en Q° o no. Tendriamos la
situacion inconcebible de que ¢l método de contrastacién variaria
alcatoriamentc de prueha a prueba.
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La cosa esencial es, por lo tanto, no la forma en que elijamos
la hipétesis de contrastar. Lo esencial es que sepamos o creamos
cual es la clase de la hipétesis admisible a priori, y que la potencia
de nuestro contraste de rechazar la hipétesis contrastada sea “real-
mente diferente” cuando la alternativa sca cierta. '

CAPITULO V
PROBLEMAS DE ESTIMACION

En la seccién 14 describimos el problema y el principio gencral
de la estimacién estadistica. Problemas mas especificos de estima-
cién se presentan en varios campos de aplicaciones. A continuacién
discutiremos un problema que es particularmente importante en
la investigacion econémica: el de estimar parametros ¢n un sistema
de ecuaciones estocasticas.

Un procedimiento peligroso —pero corrientemente empleado—
en este campo es ajustar cada ecuacion separadamente sin conside-
rar el hecho de que las variables que existen se suponen, general-
mente, que satisfacen simultineamente, un cierto numero de otras
relaciones estocasticas. Si esto es cierto sera una casualidad que no
crecmos una inconsistencia interior en el sistema total. Asi, por
cjemplo, el supuesto que alguna de las variables en una ecuaciéon
permanecc constante en muestras repetidas —a causa de su inclu.
sién en otra ecuacion del sistema— es imposible. Aclararemos esto
por un ejemplo posterior (ver seccion 21).

Aungque tal inconsistencia no se produzca, el procedimiento de
ajustar cada ecuacién separadamente, corrientemente no dara las
estimaciones mas eficientes de los parametros. Porque una infor-
macion adicional acerca de los parimetros contenidos en una ecua-
cion puede obtenerse del hecho de que, simultaneamente, las va-
riables satisfacen otra ecuacién. Y que esto es importante lo podemos
deducir del hecho de que algunos de los parametros a estimar pue-
den, en efecto, ser arbitrarios respecto al sistema de ecuaciones. Este
es el lado estadistico del problema de las relaciones auténomas que
se discutié en la seccién 8, y que pucde describirse con las siguien-
tes palabras:
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Supongamos que un cierto conjunto de variables econémicas sa-
tisfice un sistema de ecuaciones (estaticas o dinamicas), cada una
de las cuales esperamos que tenga un cierto grado de autonomia;
estamos interesados en medir los parametros constantes que apare-
cen (por ejemplo, ciertas elasticidades). De este sistema de ecua-
ciones, por operaciones algebraicas, podemos deducir una infinidad
de sistcmas confluentes. Supongamos que, en particular, es posible
deducir una infinidad de nuevos sistemas que tienen exactamente
la misma forma que el sistema original, pero con diferentes valo-
res de los coeficientes (corrientemente esto indica que el nimero
de parametros del sistema de ecuaciones pude reducirse, como se
explicara en la seccion 19). Entonces, si no conocemss nada acerca
de los valores de los parametros en el sistema de ecuaciones origi-
nales, es evidente que no es posible ohtener una estimacién unica
para cualquier niimero dc obscrvaciones de la variable. Y si deci-
mos que hemos obtenido alguna estimaciéon que parece ser unica
en este case puedc deberse solamente a la aplicacion de férmulas
de estimacion que dan lugar a resultados espureos o sesgados. Asi,
el problema de deducir curvas de demanda y oferta del mismo’
conjunto de datos de precio y cantidad es un ejemplo clazico de
cste tipo de problema.

Esta cuestién (en el caso de relaciones lineales, conocida como
el prohlema de multicolinealidad) es de gran importancia en la
investizacién econémica, a causa de que tales investigaciones se
han realizado hasandese en observaciones pasivas de los hechos, cn
lugar de en datos obtenidos e¢n experimentos racionalmente pla-
neados (ver capitulo II}). Y esto indica que podemos obtener sola-
mente tales datos como resultado del sistema econémico que en
efecto es, y no como el que debia ser bajo aquellas variaciones hi-
potéticas irrestrictas con las cuales operamos en teoria econémica,
y que son las que nos interesan para los propésitos de Economia
politica. Una considerable clarificacion de este punto se ha alcan-
zado en los tltinmios afios después del primer trabajo de Frisch (11).

(11) R. Friscu: “Correlation and Scatter in Statistical Variables”, Nordic
Statistical Journal, vol. 1, 1929, pags. 36-102; “Statistical Correlation and the
Theiry of Cluster Types” (junto con B. D. Mubcerr), Journal of Americun
Statistical Association, vol. 26, December 1931, pigs. 375-392; Pitfalls in the
Statistical Construction of Demand and Supply Curves (“Versffentlichungen
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A continuacion veremos que la investigacion de este problema
de coeficientes indeterminados, asi como otros prohlemas de¢ esti-
macion en relacion con los sistemas de ecuaciones econémicas, se
convierten en la misma cosa: el estudio de las propiedades de I«
distribucion de probabilidad conjunta de las variables aleatorius
(observables) en un sistema de ecuaciones estocdsticas.

18.—Formulacion general del problema de estimar parametros

en sistemas de relaciones econémicas (12).

Discutiremos una clase general de sistemas estaticos dinamicos.
A.—Sistemas estdticos.

Indiquemos per .
gl,h E:le’ LERL] amn R gn_i (] = 17 2, (RS ] N)'

N medidas verdaderas de n variables econémicas. El subindice j
‘indica observacién numero j. Las medidas de estus variables pue-
den ( y corrientemente ocurre) estar sometidas a errores de medida.
Las variables conrcspondientes realmente obzervadas seran x;; de-
finidas por

Xy = GU (Eip ‘ni.\) (l = ],2,...,Il;j: ],2,..., N) [18]]

o cuando se resuelve para 7my;

Ty = i (xiJS giJ) [181']

der Frankfurter Gesellschaft fiir Konjunkturforschung, Neue Folge, Heft 5),
Leipzig, 1933, 39 pags.; Statistical Confluence Analysis by Means of Complete
Regression Systems, Publication no. 5 from the Institute of Economics, Oslo,
1934; “Statistical versus Theoretical Relations in Economic Macro-Dynamics”
(Memorandum mimeografiado preparado por la Conferencia de Business Cycln
de Cambridge, England, July 18-20, 1938, to discuss J. Tinbergen’s Publications
of 1938 for the League of Nations). Vér también J. MarscHak: “Economic
Interdependence and Statistical Analysis”, in Studies in Mathematical Economics
and Econometrics, in Memory of Henxry ScHuLTz, Chicago, 1942, piags. 135-150.

(12) Por motivos de sencillez nos limitamos en esta y en la seccién si-
guiente al caso en que se supo existen leyes fundamentales de probabilidad:
Sin embargo, no habra ninguna dificultad para reformular la teoria sobre la
base de la ley integral de probabilidad. '
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en donde las 7;; son variables aleatorias que caracterizan los erro-
res de medidas y Gy; (asi como g;;) son ciertas funciones conocidas.
Introducimos estas funciones G;; por la siguiente razoén:

Si esaribimos
x,; = &y + error [18.2]

la distribucién de los crrores en general dependera de &;. Si esto
fuese el caso, supondremos qu es posible esaribir la parte de error
como una funcién conocida de &;; y una nueva variable 7y, la cual
es estocasticamente independiente de &5 (y también de &, cuando
h k+#1, j). Estas transformaciones cstan expresadas por las funcio-
nes Gij en [18.1]. Esto da lugar:

Supuesto 1.° Las nN variables aleatorias
P

Nij ("= 1923 cey n;j: 1, AN N)

tienen una ley conjunta de probabilidad (13) clemental

£ (Myg oenen. NaNs Yy coerns Yq [18.3]

conocida, salvo ~—quiza— los valores de las q parametros v, ... ¥q .
e independiente de las variables &;; y ¢ definidas anteriormente.

Supuesto 2.° Las (n—m) N cantidades
§m+1°J ...... gn-j(j:.]- ...... N;m<n)

s¢ consideran como constantes en muestras repetidas. El significado
cconémico de ellas es que estas variables son parametros autémo-
mos fijados por fuerzas externas en el sector econémico hajo con-
sideracidn.

Supuesto 3.° Las m N cantidades

EIJ ...... Em_] (]:1,2, ...... N)
son variables aleatorias (“variables dependientes”) en muestras re-
petidas, y se sabe que satisfaccn m ecuaciones estocasticas

fj (gl.l ng; gmﬂ-J Enj; By oot Xk3 €3y e Ehﬂ =0 [18.4]
h>2m;i=12,..,m;j=12,..,N

(13) Este supuesto puede y cs deseable reemplazarlo por el supuesto de
que las ¥ auténomas son variables aleatorias. Esto puede cansar solamente pe-
queiios cambios en la subsiguiente formulacién.
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-en donde

m
.
Lot
<

H
m
g
z
~~
S
e
:

M
._
Z

son h N variables alecatorius. Aqui ¢, ... 2¢ indican todas las cons-
tantcs desconocidas en el sistema de ecuaciones [18.4].

Estos pueden estar unos pocos presentes en cada una de las m
ecuaciones; de forma analoga ocurre con las h, ¢.

[18.4] representa una teoria econémica cuando se imponen cier-
tus restricciones en la distribucion de &€ que caracterizan el modelo
estocastico.

Supuesto 4.° Las h N variables

P (Eqy eenn-n SN 3 BroBay cenene . Br) [18.5]

(es decir, la distribucién condicional de las R N e cuando se dan
las € auténomas) las cuales se conocen excepto —quiza— en los
valores de r parametros 8, ... 8;. Introduciendo un nimero conside-
rable de B, p, puede extenderse a una amplia clase dc distribu.
ciones.

El problema es estimar los valores de

scbhre la hase de un punts muestra

(%119 Xogeeenn. B s Xngsveeeons XaN)

en el espacio muestra n N dimensional de las variables observadas x.
Puede ser o no necesario estimar los parametros v y 8 de [18.3]
y [18.5]. Veremos ahora que este problema es un problema de es-
timacion estadistica igual al ya descrito en la seccién 14,

De las m N ecuaciones [18.4] podremos (bajo cicrtas condicio-
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nes de ressclubilidad) expresar m N de cstas h N g, como funciones
de las m N variables &,, ... Enx v las (h — m) N restantes €. Estas
funciones en general llevaran parametros ¢« y (n— m) N & auténo-
mas. Introduciendo estas expresiones para las m N ¢ en [18.5], mul-
tiplicando por el jacobiano de la transformacién e integrando sobre
las (h— m) N restantes ¢ de — o0 a -- oo obtenemos la ley de
probabilidad de las m N variables (“dependientes”) &, ...&mx .
Esta ley de probabilidad sera

Pa [Ell? LEEE ] gm.N ] als 7‘2s v B3 Bl’ ey Br; Em“. 19 -3 EnN] [186]

Esta es la distribucién condicional de las m N variables &, ...
... Emn para valores dados de las £ auténomas. Por supucsto, esta
distribucion es independiente de¢ las variables n definidas por
[18.1]. Por lo tanto, la distribucién conjunta de

(éll""a EmN) Y (Minseeos Nnx)
sera igual a

P1 . P2 [18.7]

Introduciendo la transformacion [18.1’] en [18.7] e integrando el
resultado respecto las m N variables aleatorias de — «© a 4+ co.
&1y ... Emn tenemos la ley elemental de probabilidad conjunta de

las n N variables x;; (variables observables). Esta ley de probabi-
lidad sera:

4‘ [xu cee XN [ Emu.n cees EnN; CTUR TS N Bes Yi ... 'fq] {18.8]

Podremos decir ahora: Nuestra teoria econdémica, asi como las
variables obscrvables x se consideran como indistinguibles tomando
como base el que las variables x tienen la ley de probabilidad con-
junta [18.8] en donde ¢ es una funcién conacida. Y el problema
de estimar los parimetros desconocidos se reduce a un proble-
ma ordinario de estimacién.

Si, en particular, todas las variables se observan sin error de
medida, nuestra teoria economica se podra expresar por [18.6].

Si todas las & auténomas se miden sin error, podremos —en
lugar de [18.8]— poner (14):

4’1 (%11 -+ XN !gmu.n ---’EnN; 2o Byl Bes Yy 'Y’q) [18.8’]

(14) y, indica los parimetros en una distribuciéon m N dimensional en
lugar de una distribucién n N dimensional.
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es decir, una distribucion con solamente m N en lugar de n N va-
riables alcatorias.

En [18.8] las (n — m) N E auténomas son parametros conocidos,
los cuales pueden o no, neccesariamente, estimarse con objeto de
cstimar las a. .

Evidentemente, no se puede dar una descripcién mas completa
de las interconexiones entre un cicrto numero de variables que la
dada por la ley de probabilidad conjunta. Si, por lo tanto, dos
fJormulaciones difcrentes de una teoria econémica dan la misma ley
de probabilidad conjunta de las variables aleatorias ohservables,
no podremos distingnirlas tomando como base las observaciones
{pero las teorias pueden no ser cquivalentes en ciertos aspectos).

La ley de probabhilidad conjunta de todas las variables cubre
también el caso particular en que el conjunto de variables aleato-
rias pueden dividirse en subgrupos de variables independientemen-
te distribuidas con pariametros diferentes a estimar apareciendo en
la distribucion de cada subgrupo. En todes los otros casos la ley de
probabilidad conjunta de todas las variables contiene mis informa-
cion que la obtenida de la ley de probabilidad de subgrupos de
variables. Es, por lo tanto, evidente que la ley de distribucién con-
junta de todas las variables aleatorias observables en un sistema
econémico es la unica base general para estimar los parimetros
desconocidos del sistema.

B.—Sistemas dinamicos.

Consideremos el siguiente tipo general de sistemas econémicos
dinamicos (haciendo supuestos analogos a los anteriores).
Sean

By (), Ex(8) ... En(2y) ... En (2)

n series de tiempo definidas para los puntos en el tiempo

[V TR Eysbostyslog . [18.9]

Por el momento no consideraremos los problemas de errores de
medidas.
Las (n — m) series

Erer (8) . E. (1)
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se supone que son variables auténomas que permanecen fijas en
muestras repetidas.
Para cada punto en el tiempo [18.9] las cantidades

son variables aleatorias definidas implicitamente por un sistema de
relaciones dinamicas del tipo

Ey (1) = F oy [E; (1), & (8i-1) ..o & (8, &5 (81-1)

EJ (2i-1), g.l (tice) o5 Em (80), &m (6im)) s 2y 2oy oony s

et ... ] =142 .. ,N;yj=012 ..,m;h > m)
{18.10]

o dicho con palabras: Cada una de las variables “dependientes”

es una funcién de: 1), los valores previos de esta misma variable;
2), los valores simultaneos y previos de Jas otras n —1 variables.
Las m funciones F¥ ¢, pueden ser diferentes para cada punto del
tiempo, pero tiene forma conocida.

El sistema [18.10] comprende, ademas, k constantes descono-
cidas

algunas de las cuales pueden faltar en alguna ccuacién particular.
Para cada punto del tiempo t, el sistema comprende también h
variables aleatorias ¢ que tienen ciertas propiedades conocidas en
su distribucién. Referiremas todas estas h variables ¢ al mismo
punto del tiempo que la variable que se encuentra a la izquierda
de [18.10], aunque los sucesos reales de los cuales se deducen pue-
den tener lugar en diferentes puntos del timpo. Esto es sencilla-
mente una transformacién de variables en la ley de distribucién
de probabilidad conjunta de las z. Si ocurriese que hubiese una
relacion funcional entre las € en dos puntos del tiempo diferentes
(por ejemplo, €5 t; = €, t;) la dimension de la distribucion con)uma
de las h N ¢ podrian reducirse.

En el conjunto {18.10] de m N ecuaciones podremos (hajo cier-

25
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tas condiciones de resolubilidad) expresar las m N variables alea-
torias

E, () ... En(t) =1,2,...,N) -

como funciones de: 1), condiciones iniciales, es decir, todos (o al-
gunos de) los valores de

E (¢)) ...E.(t;) para i=0,—1,—2,...;

2), los valores de las variables auténomas
Emir (t) ... & (t;) para i=1,2,...,,N;

3), las N h variables alcatorias

Supondremos que las condiciones iniciales son dadas y constan-
tes en muestras zepetidas. Abreviadamente designaremos el con-
junto total de condiciones iniciales por (£°).

Sea

P2 legtiy o nentn | By (8,) oo En () 5 (B%) 5 8y ... B [18.11]

la probabilidad elemental conjunta de las kN variables ¢ para
condiciones iniciales dadas dc las & y valores dados de las & auté-
nomas (p’, pue;le o no puede depender de estas cantidades). Las B
son parametros que pueden o no pueden conocerse.

Puesto que las m N variables aleatorias

pueden expresarse como funciones de las variables aleatorias ¢.
Podremos deducir la distribucién conjunta de las m N variables

alcatorias

de la misma forma que se discutié en A. Esta diztribucién de pro-

babilidad sera:
P2 52 () ... En(tn) [ Emer (ty) ... &n () 5
(E™) 52y .03 8, .80 ] [18.12]
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Si las medidas de las & (pero no las de las condiciones iniciules)
estan sujetas a error, tendremos un problema adicional exactamente
igual al que se discutié para los sistemas estaticos.

El problema de estimar los parametros en un sistema diniamico
de la forma [18.10] se reduce al problema de estimar los parame-
tros de una m N(—O0nN—) ley elemental de probabilidad por
medio de un punto muestra asociado con esta ley de probabili-
dad (15). ‘

Esta forma de condensar las afirmaciones implicadas en un sis-
tema de relaciones estocasticas puede extenderse a una clase mas
general de esquemas estocasticos, y este procedimiento es no sélo
conveniente, $ing yo creo que necesario, si queremos estar seguros
de que los supuestos varios, hechos acerca de las propicdades de
la distribucion de las variables aleatorias que se trata, no dan lugar
a contradicciones interiores analogas a las que mencionamos en
la intreduccion de este capitulo.

Estamos ahora en condiciones de formular de forma precisa los
dos problemas fundamentales de estimaciéon en investigaciones eco-
némicas: 1), el problema de relaciones confluentes, y 2), el proble-
ma de las “mejores estimaciones”.

I.—El problema de relaciones confluentes (el problema de para-
metros arbitrarios). .

Si dos sistemas de ecuaciones estocasticas dan la misma distri-
bucién conjunta de-probabilidad de las variables aleatorias obser-
vables, son indistinguibles (tomando comoé base las observaciones):
En particular, los sistemas son tales que difieren solamente en los
valores de los parametros (desconocidos). El problema de los coefi-

(15) Para las férmulas de estimacion y limites de confianza, etc. en el
caso de un sistema de ecuaciones en diferencias estocasticas, Lineal, ver un
articulo de H, B, MENN y A. WaLp “On the Statistical Treatment of linnear
Stochastic Difcrence Equations”. Econometrica, vol. II, julio-octubre 1943,
paginas 173-220 en particular la parte II pag. 192.216.
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cientes arbitrarios esta, por lo tanto, incluido en el siguiente prec-
blema matematico general:

Sea

P(Xys Xay oo Xxs |0, ... 8k5 2, ... 2;)

una funcién de s variables independientes x, ... x5 que comprende
k parametros desconocidos 8 v r parametros conocidos z. Sea
6%, ...6% o abreviadamente, §°, un punto en el espacio paramétri-
co K dimensional de las 0. ;Existira o no existira, por lo menos,
un punto paramétrico 0' (#0°) tal que

plxy...xs10% 0%z, ...2,) =

=p(x,...xs | 0, ... Oksz,...2)

[18.13]

para todos los valores de las variables x? La réspucsta a esta pre-
gunta depende do una dec las siguientes cosas: 1), la forma de la
funcién e; 2), el punto paramétrico 0° y 3), los valores de los
parametros conocidos z.

Si [18.13] se cumple, y si 0°-es el punto paramétrico “verdade-
ro” entonces no importa cuantas ohservaciones tengamos de las
variables x, no hay una estimacién unica para 6° a causa de que
no podemos distinguir entrec 8° y 8" (el problema muy conocido de
la “multicolinearidad™, éste, por otra parte, incluido en esta for-
mulacién como un caso muy especial del problema de los para-
metros arbitrarios) (16).

I11.—E! problema de la “mejor estimacion™.

Sea
y=p{x; ... as10, ... 053 . 20) [18.14]

una familia paramétrica de leves de probhabilidad conjuntas de s va.
riables aleatorias x, ... x; que comprende k parametros desconoci-
dos 8;, 0,, ..., 8. Si, para valores dados de los parametros cenoci-

(16) Ver la discusion de MANN y WaLp del problema relacionado con las
ecuaciones “reducidas’ o las ecuaciones “originales” obra citada, pag. 200-202.
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dos z, hay una correspondencia univoca entre los puntos paramé-
tricos 0 y los miecmbros de la familia de k parametros [18.14], y
si 8° es el verdadero punto paramétrico, ;jcual es la mejor zstima-
ciéon de 6° obtenida de un punto muestra (x; ... x5) ?

El problema II —en cuestién de principio— es un problema de
eslimacién estadistica, y no hay necesidad de una discusion sepa-
rada del problema estadistico. .

Lo mismo podria, por otra parte, decirse acerca del problema L.
Fste es un problema de matematicas puro. Este, problema, sin em-
hargo, es de una significacion particular en el campo de la econo-
metria, e importante en la construccion de modelos economicos, y,
ademds, este problema matematico particular, no parece que ha
atraido el interés de las matematicas; nosotros, por lo tanto, des-
arrollaremos algunos instrumentos de analisis con este objetivo
particular,

19.-—Reducibilidad de una funcion respecto su niimero
de parametros

Sea

y = flx)y X0 ..y 263 0,,0,,...,0,) {19.1]

una funciéon real de s variables independientes (no relacionadas
funcionemente) x, ... xs que comprende k parametros 8,,0,, ..., 0«
{por ejemplo, f puede ser la funcién [18.24] para valores fijos de
las z). Sea 8° un punto en el espacio paramétrico k dimensional de
las 8. Designemos por S (8°) el conjunto de todos los puntos (y, x,,
...» x5) en el espacio de las variables de (S 4 1) dimensiones defi-
nidos por [19.1] cuando 8 = 8°. Por 6’ indicamos otro punto para-
métrico #0° y sca S(6') el correspondiente conjunto de puntos
(y, xy, %3 ..., x5). Si existe por lo menos un punto paramétrico
8" #£6° tal que

S =S @ [19.2]

0. —lo que es lo mismo— tal que
fle, o o2s3 8% . 0%) = flay ... xs: 0, ... 0) [19.3}

para todos los valores de las variables x diremos que el punto pa-
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ramétrico 8 tiene (una cierta cantidad de) arbitrariedad respecto
al conjunto S (6°).

Podemos distinguir entre los casos siguientes:

A) Existe un entorno finito del punto 8° tal que dentro de
este entorno no hay un punto 0" #0° que satisfaga [19.3], mientras

fuera, en la frontera de este entorno, hay uno o mas puntos 8’ que
satisfacen [19.3].

Ejemplo 1:
. y=0,x,.

en donde si 8, = 8%, > 0, no existe un punto 0, #6°, en el reco-
rrido 0, > -—0°, que :atisfaga [19.3], mientras en el recorrido
0, £ —108% hay exactamente un punto 8'; que satisface [19.3],

y =8, sen (8, 4 0s x,)

en donde 6° es un punto paramétrico; aqui no hay puntos paramé-
tricos en la vecindad inmediata de 8° satisfaciendo [19.3], pero
hay una infinidad de puntos paramétricos aislados 0 satisfaciendo
{19.3] que son

0, =0°;0, =0 +27rn; 0, =0°%; n=1213,....

Ejemplo 3:
y=v (61) X5 Y (exJ :(!91' + 91 +
+D —208, —1140,—1)].

Supongamos que 6°; = 2, entonces v (68°;) = 1. Ahora, si 0, > 2
entonces v(0,) <1 y ningin punto 8, > 2 satisfara [19.3]. Si
2>0, >0, entonces v (8, > 1; por lo tanto, ningiin punto 0 tal
que 2 > &, > 0 satisface [19.3]. Pero si 8, < 0 entonces v (6, =1,
de aqui todos los puntos §', < satisfaran [19.3].

B). Si se elige un entorno de 0° no importa lo pequeiio que
sea, donde hay puntos ' #8° que satisfacen [19.3].
Ejemplo:
y=(00, 46, x, +8;x,
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Vamos ahora a deducir ciertas condiciones generales bajo las
cuales (A) o (B) ocurriran.

Con este propésito consideremos la funcién f en [19.1} como
una funcién de S 4 K variables independientes

Xy Xy oeea Xsy 0, ... Ok

Supondremos durante el resto de esta seccion que:

1) f esta definida sobre un cierto dominio D del espacio x,
ese dimensional, y sobre una cierta region simplemente concxa DO,
del espacio paramétrico K dimensional, y es una funcién uniforme
para todo punto xe D, y para todo punto §eDy .

2) Para todo punto x& D, y para todo punto interior 8 de Dy
f tiene derivadas parciales de primer orden

30,

continuas (es decir, continuas en las 9).
Definicion: La funcion

f(xl’ Xg9 -9 X5 61‘ 91\)

se dice que es 1 — veces reducible (K> v > 0) en el punto para-
métrico 8°, siendo 8° un punto interior de Dy si existen K—v
funciones

1, 0,05, ..0,0k), 0, 8, ... 04) ..u_ o 0, ... Bx)

no dependientes del punto x y una funcién

fx, e X3 Uy Uy -v)

que tiene las siguientes propiedades:

a) flxy...2530,...0K) =f(xy... xs5u; ... ug-s) para todo pun-
to xe D, y para todo punto § de un entorno arbitrariamente pe-
queno de 6°.

b) 8u/86;(i=12,..,K—v;j=12,..,K) existen y son
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continuas para todo punto 8 dentro de un entorno arbitrariamente .
pequerfio finito de 0",
¢) La matriz jacohiana

es de rango K— v en 8 = 0°.

Si una funcién f ticne estas propiedades en un punto paramé.
trico 0°, entonces, evidentemente, cxisten infinitos puntos 6° en el
entorno de 9°, tales que [19.3] se satisface para u, ... ugx-, fijos;
v parametros 8 pueden elegirse arbitrariamente en un cierto entor-
no de 8° sin cambiar los valores de f, cualquiera que sea xgDy.

Teorema 1.—Si una funcion ’

f(xux’.!"“s Xas 91 OK’

es v —veces reducible en el punto paramétrico 8° existe un siste-
ma de funciones

)‘Ij (91 BK) (L: ],2, iy K;]: 1,2,...,0)

que son independientes del punto x y coutinuas en el entorno de 0,
y tales que

Ay hgy o veeeenn. hk,

Loy Aga el LK o

........................... [19.4]
| I S s

es de rango v para 0 =90, y

of 3f ) of
+ %2 N S T Y

30, 30, 8 0

=0(j=12..v) [195]

T

para todos los puntos x € D, v para todos los puntos § de un entorno
arbitrariamente pequefio pero finito de 06°.
Demostracién. Como la matriz jacobhiana
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es de rango K — v en 6 = 0°, contiene por lo menos un determi-
nante (K —v) que no es cero en 8 = 8°. Como el nimero de las 8
¢s arbitrario, podremos, sin falta de generalidad, suponer que

kv (0,.0,, ... L0k =gy

[19.6]
tiene como solucion

0, = & (ugarepycnttgoyy Oy . 85) 1 =1...K—wv) [19.7]

que es unica en un cierto entorno de 8 =0’ y tal que

3¢y
——(=42,.., K—v;j=12,...,K—v)
8y
y
5y
—(g=1.,K—v; k=K—v+41,..,K)
3 0,

existe y son funciones continuas de
U, Ug. ... P {5 1gET 9;\'-"4.1 ...... OK
en este entorno (esto se deduce de la teoria clasica de los determi-

nantes funcionales).
De aqui tendremos

flxysxpe oy 8, 0y) =
Ef(xl coe Xg3 4’1 (pK—\'a eK—v4-1 Ol\) — [198]

=f(x), X5 .0y X5 Uy, Ua, o lkey)
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Por definicion, f tiene derivadas contimias parciales .

por lo tanto,
of
8 ¢,
cxiste y son continuas en el entorno de 8°.-Como también
RN
—t=12,..,K~-v; j=1,2,..,K—v)

duy T

existen y son continuas, como se demostré anteriormente, f tiene

derivadas parciales continuas

&f
—(j=12....K—v)

o1y

en un cierto cntorno finito de 0. Pero cuando f=f, tamhién

existen vy son continuas en el mismo entorno. Tendremos, por lo

tanto,
S f 3f  bu, 5 Sux..
—_—= — 4. - —
30, 3u, 30, dug-. 80,
o f 8f  Auy of  duk-.
- = + o4+ .
o 6;\' ou, o 9K [ [ 77 ) eK
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[19.9] puede considerarse como una transformacion lineal singular

de las K — v variables

]
—(j=12,....., K—v)

o 1

en las K variables

af
80,

i=12, ... .K)

la matriz de la traniformacion sera —por definicion— de rango
K —v para 8 =9° y tendra elementss continuos en la vecindad
de 6°. Pero entonces cl teorema 1 se deduce inmediatamente de la
tcoria de la dependencia lineal.

El reciproco del teorema 1 puede demostrarse, bajo ciertas res-
tricciones adicionales sobre las & .

Vamos ahora a demostrar un teorema que dé una condicion
suficiente para la no existencia de una relacion del tipo [19.3] en
la vecindad de un punto paramétrico 6°.

Teorema 2. Si las funciones

of of

50, 50

son linealmente independientes en el punto 0°, es decir, en el pun-
to paramétrico 6°

K -
S0 A [19.10]
=1 59‘

cualquiera que sea el sistema de constantes 2°; ... 1%, no todas
iguales a cero, existe un entorno finito del punto paramétrico 8° tal
que, en este entorno, no hay puntos paramétricos 8 0° para los
cuales [19.3] se satisfaga.

Demostracion. Primeramente es facil ver que la independencia
lineal de la funcién .

en 0=10"
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lleva consigo que el conjunto S(68°) definido anteriormente conten-
ga por lo menos K puntos diferentes

(y(j)a x{'“la eeey xms) (] =12,.., K)

tales que si
yo =f0 ;=12,....,K) [19.11]

¢s el sistema de ecuaciones ohtenidas insertando sucesivamente es-
tos K puntos en {19.1]. El jacobismo

5 fu 3 8 fm
© 80, 30, 5 0y
5 f(2) ° f(2,' P f(l’) ‘
_._~ -——\ ...... N ;,._. 0. Pill'ﬂ 6 —- 00
o, o, 0 9,(
3 f(h) ° !(K! 5 f(K)
30, 30, 5 Bk

[19.12]

Puesto que también, por definicién, 8§ /30 son funciones conti-
nuas del parametro 0 y las x, en [19.11], son constantes, se deduce
dec la teoria de los determinantes funcionales que el sistema [19.11]
puede resolverse para 6,,0,,..,0x, y la solucién es unica y, por
lo tanto, igual a 0°,,6°%,...,0°% . Dentro de un entorno finito del
punto paramétrico 6° no hay otros puntos paramétricos 7 0° satis-
faciendo [19.11]. Esto prueba el teorema 2.
De aqui se deduce inmediatamente.
Teorema 3. Si
of of '
50, 3 0y
.
son linealmente independientes para todo punto 8° en el interior
de Dy, entonces [19.3] es, a lo mas, satisfecho para puntos para-
métricos entre los cuales hay una distancia finita mayor que un
cierto € positivo. :
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Asi, en los casos mas practicos, la cuestién de coeficientes arbi-
trarios puede responderse investigando cuando o no las derivadas
parciales de f respecto las 6 son linealmente dependientes. Pero
para esto necesitamos, por lo menos en los casos mas complicados,
una regla que decida, en un nimero finito de pasos, cuiando tales
dependencias lineales existen o no. En la préoxima seccién daremos
tal regla.

20.—El criterio de Gram para dependencias de funciones
lineales. Extendido a funciones de varias variables

Sea
U, =U, (vy,00.nens v,
o =U, (v tyy.ennt. ., Un)
Upn=Un(v,,vay oeenn Y vg)

[20.1]

m funciones reales de n > m variables reales independientes
Ty Uy +evy Upe
Supuesto: U,,U,,..., U, son funciones continuas de las n va-
riables v sobre un cierto dominio cerrado W en el espacio v defi
nido por
< La, (i=1,2,......n) [20.2]

cn donde

a., a (i=1,2,.......n)

gon 2 n numeros reales,
Consideremos la expresion

s=c, U, +ec. U, + ... + €m Un [20.3]

cn donde las ¢ no dependen de las v ni de las a de [20.2]. Si se
_ puede encontrar un sistema de ¢ no todas cero, tal que

§S=10 ' [20.4]

para todos los valores de v;,v,,... v, en el dominio definido por
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[20.2], las m funciones [20.1] se dice que sonn lincalmente depen-

dientes en W. N
Consideremos la integral
S=ff...... fs*de,duv, ... dv, [20.5]
(w)
tcndremos
S=20 [20.6]

S es cero cuando y solamente cuando [20.4] es cierto. Por lo tanto,
si un conjunto de ¢ no todas ccro existe para el cual [20.4] se sa-
tisface, debe —al mismo tiempo— ser el conjunto de las ¢ tal que
“haga S minimo e igual a cero. Y reciprocamente, si hay un conjunto
de ¢ no todas cero 1ales que S = 0, entonces [20.4] se cumple. El
problema de dependencia lineal se reduce, por lo tanto, a estudiar
el minimo de S respecto a c.

Puesto que no todas las ¢ seran cero, podremos suponer que

M3

62’ =1. . [20-7]

1

Tendremos que encontrar el minimo de S bajo la condicion
[20.7] o, lo que es lo mismo, encontrar ¢l minimo, sin restriccio-
nes de

=S B el [20.8]

i=1

en donde X es un multiplicador de Lagrange. Introduzcamos la si-
guiente notacién

M]J = f f ......... f U uj (dt’l ves dUn) [20.9]
(w)

t=12,...,m; j=1,2,...,m)

un sistema de ¢ que hagan minimo [20.8] delen satisfacer el si-
guiente sistema de ecuaciones lineales

........................................................... [20.10]
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[20.10] tiene una solucion de ¢ no todas cero cuando, y solamentc
cuando, el determinante formado por los coeficientes de las ¢ es

igual a cero, es decir

My, —%) M,, .. M,
M,, (M, —3) ... M,y =0
. Mu, o (Mo — 7) [20.11]

Ahora S es una forma cuadratica definida (semi) positiva. Por lo
tanto todas las raices de [20.11] son no negativas. S tiene, por lo
tanto, un minimo = O para otros valores de las ¢ distintos de cero
solamente si la raiz minima X en [20.11] es igual a cero. Una con-
dicién necesaria y suficiente para la dependencia lineal de las m
funciones [20.1] es, por lo tanto, que '

(M, =0 [20.12]

en donde | M|;! es el determinante [20.11] para 7. =0.

21.—Un ejemplo del problema de estimacion

Consideremos un esquema sencillo de oferta-demanda, que inclu-
ye ciertos elementos aleatorios, y un impuesto de venta auténomo.

Indiquemos por &™), la cantidad demandada en el punto del
tiempo t, £®), la cantidad ofrecida, &,, el precio por unidad ven-
dida y &;, un impuesto de venta por unidad. Consideremos estas
variables en N puntos equidistantes del tiempo ¢=1,2,...,N.
Supondremos que sabemos que estas variables satisfacen el sistema
de ecuaciones aleatorias

B0, = By e (0=1,2,...N) [21.1]

cs una curva lineal de demanda con desviaciones aleatorias ¢,,;

E(S)“ = 12 (gzl'—gal) +82‘ (t:: 1’ 29---9 N) [21'2]
g0 = E® | =L, = cantidad vendida en t.  [21.3]

O s EING Sap eeeens Eon

gt =1,2,...... N
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obhservamos

=& F . (=12, ... ,N) [21.4]

mientras el precio &,, y el impuesto &,, se observa sin ervor, es
decir:
xpp = o xp =85 =12, » N) [21.5]

Supondremos que Jas N variables aleatorias v,1, My2: ... %x 58
distribuyen independientemente y normalmente con media cero y
la misma varianza ¢° y su distribucion no depende de las & ni
de las ¢. ‘

Los N nimeros &y, , 835, ..., £;x s€ suponen permanccen fijos en
muestras repetidas.

A causa de [21.3], §;. y &,, seran variables aleatorias. De [21.3].
[21.1] y [21.2] obtenemos (sicmpre que =, # a,)

2, % C X gy — %) €y
&= Ear + )
&g ~— %y Gy — 2y
[21.6]
s €11 — Ept
oo = —— Eui +
%, — 1, a, — %,

lo cual demuestra que &,, v £,, son funciones de dos variahles alea-
torias independientes.

Si pudiéramos hacer experimentos y estudiar separadamente la
funcién de demanda [21.1] y la de oferta [21.2] podriamos razo-
nar de esta forma: 1), para un valor dado de &,., E'?),, es una vu-
riable aleatoria con valor esperado igual a x, &, - g : 2), para
valores dados de &,. vy &3, £®,, es una variable aleatoria con

valor esperado igual a

2, (& — &) + Ez

Y podriamos ajustar “cada una de las ecuaciones [21.1] y [21.2]
separadamente” a los datos respectivos ohtenidos por las dos series
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de experimentos. Pero en nuestro caso, a causa de la relacion del
mercado [21.3] no podemos suponer que E,; permanece fija en
muestras repetidas. Esto seria sencillamente inconsistente con el
supuesto primitivo de que los errores €, y €, eran independientes.

Para comprobar claramente todas las implicaciones de nuestro
esquema hemos de considerar la distribucion de probabilidad con-
junta de las variables observadas

Xyt Y xp dadas x5, 0 =1,...... ,N.

Introduciendo [21.4] y [21.5] en [21.1] v [21.2], obtenemos:

Xy = Fyp Xy + &5t + M1 [21.1"]
Xy — &%y (le_"'xat) + €2t + M2t [21'2’)
o
) 2, Xy €yt — % Ep¢
Xy — xal+_“_"‘—_+n1t
Ly — &y 22— %
[21.6']
az €11 —Ea1¢
Xgy = ———— x5 +
a, — @, @y —— %

X3 ¥ %o, se distribuyen conjuntamente normales, porque son
funciones lineales de las variables distribuidas normalmente
£11s Sa15 Myt . Lendremos para cualquier punto fijo ¢

1

O (%) a2y Ixm) = —
23,1 V1I—p®

1 ! (xu —;1'.)3
€xX - -
Pl o2a—e o,
29(3311'—;11) (xel—;m) (xzt‘_;zl)z
— +
By 2 “22

[21.7]

o 2 . -
en donde v*, , u?, son las varianzas de x,, y x,,, respcctivamen-

1€; x;1, X,y sus valores medios, p su coeficiente de correlacion;

26
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todos estos valores y los de x;, se obtienen de [21.6']. Obtenemos:

_ 2y %o A &y — X €3
Xy =—xy F— [21.8]
2, — %, 2, — &,
— ot a _gs _
Xay = xgy + ———mM—— [21.9]
0y — %, 1, —,
_ 1 .
' = E(x, —ax) = ———— (2%, 0% % 6%,) 4 6* [21.10]
(2 —2,)2
_ 1
p*, = E (v —150)° = ————— (6%, + 0%,) [21.11]
(2o —2,)?
1 _ _ 2, 0% 4 o, 0%,
P = E(x; o —x) (xp—2p) =——m————— (21.12]
PP (g — )%, 1y

Esto demuestra que solamente las medias x,¢ y 1., dependen de
t, mientras los otros parametros son independientes de .

Pucsto que las variables aleatorias x,, , xzt' para un valor de
¢t se distribuyen independientemente de cualquier otro valor de ¢,
la distribucién conjunta de las 2 N variables x,, ... x,x es .

P(xi1s .- sZon) =7mp (¢ =1,2,...,N) . [21.13]

Introduzcamos nuevos parédmetros por las transformaciones

&y 2y
Q= [21.14]

a X,

2y —5_1 —% 5—2

Q= [21.15]

@y — &,

ap
b, = [21.16]
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€ — ;.’
b= ——— [21.17].

I —
Entonces [21.8] y [21.9] se convierten
X =a; x5 +a, [218]
X =by x5 + b, {2191

. Introduciendo [21.7] y [21.13] y empleando [21.8'] y [21.9"],

. obtenemos:

p = C e9, [21.18]
donde
1 . < (xn—alxal‘_az)zx
_ s -
2(1— 92) 1‘21
2p(x—a; x5y — a,) (x5, — by 25— by)
—— +
By Yo
. (x50 — b1 X3t — bz) z
+
!"22 .
. [21.19]
y :
1
C= — . [21.20]

(2"7&*1 p_2)1\'(1_p2)N/2

La distribucion [21.18] esta, por lo tante, caracterizada por
sicte parametros desconocidos:

@y, 0y, by, by, g, p.

Si existe una estimacién unica de estos sicte parametros, el proble-
ma de unicidad de los parametros originales depende solamente
de las transformacienes [21.10] — [21.12] y [21.14] — [21.17]. Es
facil ver que estas transformaciones establecen una corresponden-
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cia hiunivoca centre los nuevos y viejos parametros sobre el espacio

total paramétrico, excepto para un conjunto de medida cero

(0, =0 02, =0 02, =12,).

Tendremos, por lo tanto, que investigar la unicidad de los para-
metros en [21.18]. Esto puede hacerse por medio dec los teoremas

de la seccion (19).

Los derivados parciales de p (en [21.18]) respecto a los parame-

tros son:
Ap 3Q 6p §Q
= CeQ =CeQ ———
o, o a, 7 a, 3 a,
t
o p 3 Q) 8 3
=Ce0 = CeQ
5 b, 8 b, o b, 3b,
sp %e ] op de )
— ¢ +() — ¢Q +(] -
T o, XTH dp, ! LT LRt
3p de 3 Q
=e? + e—
op 8p '"‘e

[21.21]

De acucrdo con la seccién 19, tenemos interés en saber cuiando
estas 7 derivadas parciales son linealmente independientes. Si este
fuera el caso, existirian 72;2; ...); independientes de las varia-

bles x, no todas cero, y tales que

e Q 5Q

5Q

7‘1C—+)‘2C_—‘+)‘30'——+
8a, 3 a, 8b,
3Q dc 3Q
e i +e +
: 3 b, ! 8uy
sc s Q éc 6Q .
+;6( +c + 2 +c )"——‘0
Sy S p, 8p sp
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para todos los valores de las variables x. Como no conocemos los
valores verdaderos de los parametros, estamos interesados en cono-
cer cuindo hay un punto paramétrico cualquiera para el cual
[21.22] se cumpla.

De [21.19] y [21.20] vemos quec el lado izquicrdo de [21.22]
scra un polinomio de segundo grado en las variables x, [21.227 pue-
de cumplirse solamente si los coeficientes de términos iguales en
¢l polinomio desaparecen se;;arildamentc. Empleando esto compro-
bhamos facilmente que las 7 A seran iguales a cero, cualquiera que

- sea el verdadero punto parémétrico (excepto para p = =1, que es
trivial) siempre que entre el conjunto de N constantes

X31y Xgoy +ev--- s XN

haya dos por lo menos que sean diferentes. ‘

Los 7 parametros de [21.18] pueden, por lo tanto, en gencral,
estimarse. '

Consideraremos, en particular, la estimacién mixima verosimi-
litud (17) de los parametros en [21.18], es decir, los valores de los
parametros obtenidos igualando cada una de las 7 derivadas de
[21.21] a cero, y resolviendo este sistema de 7 ecuaciones. Obtene-
mos las siguientes ecuaciones, que definen la estimacion maxima
verosimilitud (que indicaremos por d,, d,, cte.):

z(xxl—‘/;xxal—(/;z) =0 [21.23]
Z(le-——gl xat_/l;e) =0 [2]1.24]
) (xn_zx xs:—az) 3 =0 [21.25]

(17) El meétodo de la maxima verosimilitud, empleado comunmente por
estadisticos, originariamente estuvo fundamentado sobre la intuicién, pero
recientemente, se ha demostrada por A. WaLp que el método, bajo ciertas
condiciones, puede justificarse sobre la base de la teoria moderna de los. in-
tervalos de confianza. Ver sus articulos “A New Foundation of the Method of
Maximun Likelihood in Statistical Theory” Cowles Commission for Ressearch
in Economics, Report of Sixth Annual Research Conference on Economics
and Statistics... 1940, pag. 33-35 y “Asymtotically Most Powerful Test of Sta-
tistical Hipotheses”. Annals of Mathecatical Statistics. Vol. 12 marzo 1941,
paginas 1-19, :
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Z (xp — g1 X3y — 82) x3: =0 _ ) [21.26]
A A A
Nu?, —Z(xyp—ay X3p—ay)? =0 [21.27)
Nl/‘\-z — Z (xp *‘%1 xzy — by) % == [21.28]
Np = T (2,0 — @, x5 —iz)A(xm —b, x5 —by) o
) Ko
[21.29]-

Es facil comprobar que este sistema tiene, en general, una solu-

~ ~

cién unica respecto los siete parametros a,, a,, ..., etc. Por ejemplo,
de las primeras cuatro ecuaciones obtenemos:

N My, —m, My .

«, = . [21.30]

ng, — m?,

Mgy — Ny My

Nate
il

[21.31]

Mgy — m*,

en donde _

1 1
Capxy m=——22xy, [21.32]
N N ‘

m;; =

Estos son los mismos resultados que obtendriamos escribiendo
las relaciones “confluentes” [21.6'] en la forma

X, = a, x5 + @, + error  x,, = b, x5 + b, + exror [21.6°]

y ajustando cada una de estas ecuaciones a las dadas por ¢l método
de minimos cuadrados, considerando x;: y x,:, respectivamente,
como las variables dependientes. Esto podria, por lo tanto, ser un
procedimiento correcto. Pero los resultados [21.30] y [21.31] no
son los mismos que sc obtendrian ajustando las dos ecuaciones ori-
ginales [21.1'] y [21.2°] separadamente, considerando x,; como va-
riables dependientes en ambas ecuaciones. Por ejemplo, de {21.14],
[21.16], [21.30] y [21.31] obtencmos:
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A u —
Q=—r— = M [21.33]
I;l Moz — My Mg

mientras si ajustamos [21.1°] directamente por el método de los
minimos cuadrados, obtenemos:
my, —m, m,
e = . (21.34]

2
my, —m*,

la cual es diferente de [21.33] puesto que {21.34] no dependera
directamente de x,,, mientras [21.33] se aplica «®, en [21.34] no
es sencillamente una estimacion de 2, sino algo mas. Es esto: Con-
sideremos las ecuaciones [21.1']. De esta ecuacion tendremos:

E {xy, ,xet) = %y x5 + E (s, !-‘21)
[21.34] hubiera sido una estimacion de -
o, si E(ey, | x,e)

y fuese independiente de x,; y x;. . Pero este no cs el caso. Y, por
lo tanto, el supuesto sobre la cual la estimacién minima cuadratica

[21.34] se basa es que

E (21 ]1’21) =%, x5, + const,

e3 sencillamente falso. En efecto, de la distribucion conjunta {21.18]
de x;, ¥y x5 y las transformaciones [21.10] — [21.12] vy [21.14] —
— [21.17] obtenemos facilmente que E (x,, |x.,) es funcién lineal
de x5 y x5, es decir:
2, 6%y + 2, 6%,
E(xn |x._,") - Xoy =~
o®) + 0%,

[21.35]

2
%, 8%,
— ——————— x; -} const.
2 2
¢%) + o7,
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Si queremos predecir x,,, dada x,; v x5, , esta formula [21.35]
es la unica que debe usarsc. Para realizar nuestro propésite, po-
- driamos eseribir [21.35] como

E(xy|x0) =Axp +Bax +C

y ajustar esta ecuacion directamente a los datos por el método de
los minimos cuadrados. Esto da el mismo resultado que si nosetros
estimamos primeramente todos los coeficientes en [21.35] por el
método de maxima verosimilitud, como se describié anteriormente,
y entonces ponemos cstas estimaciones en [21.35].

Asi vemos que el método de minimos cuadrados aplicado a las
ecuaciones originales [21.1'] y [21.2°] separadamente, nunca da
estimaciones correctas para la prediccion. Esto demuestra la im-
portancia de estudiar la distribucién conjunta de todas las varia-
bles aleatorias ohservables en un sistema de relaciones estocasticas.

CAPITULO VI

Problemas de prediccion

Una prediccion estadistica significa sencillamente una afirma-
cion (probabilistica) acerca de la localizacion de un punto muestra
no observado. Si consideramos n variables aleatorias Xy Xpy ooy Tny
y conocemos su ley conjunta de probabilidad, podemos, al menos
en principio, calcular la probabilidad de que un punto muestra
(x,, X35 ..., Xy) caiga en cualquier regién o conjunto de puntos del
espacio muestra, 0 podemos tomar un cierto nivel de probabilidad
y deducir un sistema de regioncs (o conjuntos de puntos) los cua-
les tienen esa probabilidad. En la practica nos interesara que la
region con un nivel de probabilidad dado sea la “menor” (en uno
u otro sentido). Asi, si conocemos la ley de probabilidad conjunta
de las variables que hay que predecir, el problema de deducir una
formula de prediccion que tenga unas propiedades descadas sera
"un problema del cédlculo de las probabilidades. Y- el problema de
elegir la mejor férmula de prediccion es un asunto, en gran parte
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subjetivo, esto es, un problema del tipo de “juego” que aceptare-
mos gustosos.

Corricntemente, sin embargo, no conoceremos la ley de proba-
bilidad de las variables que hay que predecir. Entonces el proble-
ma de prediccion queda intimamente relacionado con los proble-
mas de contrastacion de hipétesis y estimacién. Ahora tendremos
que hacer inferencias respecto la ley de probabilidad de las va-
riables y predecirla de las muestras ya observadas. Intentaremos
dar una formulacion mas general y rigurosa de estos problemas.

22.—Formulacién general del problema de prediccion

Consideremos n sucesiones o series de tiempo de variables alea-
torias

i (i=12,...,n)

observables desde t == 1. Los valores de cualquiera de las variables
anteriores a t =1 los consideraremos como constantes dadas. Su-
pongamos que podemos observar los valores de cada serie en un
cierto punto del tiempo. Sea ¢ = s este punto del tiempo para la
serie i. Consideremos que el problema es predecir los resultados
de las ultimas observaciones no hechas,

Tendremos entonces el siguiente modelo de variables aleatorias
a considerar:

R TIPT TP »Xis, 2 &1is, +15 Xiis, 42 L E=1,2,...,n)
[22.1]

Xits Kot g euee Xnoy pueden, por ejemplo, ser r series de tiempo
.relacionadas t = s, indica el ultimo punto del tiempo para el cual
tenemos una ohservacion de x, .. Queremos predecir el préximo
valor en una o mas series, o cualquier otro sistema conjunto de
valores futuros de las variables no observadas. Consideremos cual-
quier sistema de M variables elegidas entre las variables

Hser (=12 nir=1,2,3,.) .
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A la vez que las
s; + S, 4+ ...l 4+ s, =N

variables observadas, las variables a predecir formaran un sistema
de N + M variahles aleatorias. Para mayor sencillez cambiaremos
la notacién de estas variables, indicando las N variables observa-
das por x,,x,,.... xx y las M variables a predecir por xyy; ... Tnsm'
hay una correspondencia biunivoca entre estas variables y las
N 4+ M variables x; , consideradas.

El problema de prediccion se convierte entonces en el proble-
ma de establecer ciertas funciones de las variables observadas x,,
Xy, ..., Xx que puedan emplearse para conjeturar el comportamiento
de las futuras ohservaciones de

XNt1s VN+t2s «ooene » xnay (18).

Supondremos que, cualquiera que sea s,, S, .... s, Y cualquiera
que sea el conjunto de M variables futuras consideradas, la ley de
probabilidad conjunta de las N 4+ M variables

existe (pero puede no ser —y corrientemente ocurrirai— conocida).
Indicaremos la probabilidad conjunta por

p(xl, Xogeen.en 9 XNo XN419 veveen .x;\'ﬂ.{)

o abreviadamente por p. Esta probabilidad corrientemente se des-
cvibe implicitamente por un sistema de relaciones estocasticas entre
las variables consideradas, como se explica en los capitulos IV y V.

Supongamos por un momento que @ es conocido. De p podremos
calcular la ley de probabilidad elemental condicional de las M va-
riables xx1y, ..., xx4y dadas las N variables x,, x,, ..., xx . Indique-
mos esta ley de probabilidad condicional por

P2 (Xx+l ...... x‘\-ﬂ,!xl, Xog eeennn ,xN)

(18) Ver Harold Hotelling “Problems of Predictions”. The American
Journal of Socioclogy Vol. 48 july 1942, pags. 61-67.
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o abreviadamente por p,. Sea g, (x, ... xx), o abreviadamente p, ,
la ley de probabilidad conjunta de las N variables observables.
Podremos escribir

P = p: Pz [22.2]

Indiquemos por E cualquier sistema de valores particulares
—uno para cada— dec las variables observadas x,, x,, ..., Zx; y ana-
logamente por E, designaremos cualquier sistema de valores de las
variables futuras xx4, , ..., Zxiy - Cualquier E; puede representarse
por un punto en el espacio muestra enedimensional R, de las va-
riables x,, ¥,, ..., xn; y analogamente cualquier E, puede repre-
sentarse por un punto en el éspacio muestra M-dimensional R, de
las variables xy;;, ..., Znsm, que han de predecirse. Finalmente,
por E indicaremos un punto en el espacio muestra R de las M 4+ N
variables. '

Ahora, dado cualquier E,, en particular, podriamos, de p,,
calcular la probabilidad condicional de que E, caiga en un con-
junto de puntos del espacio muestra R, . Esta probabilidad corrien-
temente sera una funcién de E; . También, para cualquier E, dado
y para cualquier nivel de probabilidad 8, podremos deducir un
sistema de puntos o regiones en R, tal que la probahilidad de E,
caiga en cualquier conjunto particular sea . Esto es, podemos pre-
decir, con probabilidad =B de acertar, que E, caeri en un con-
junto de puntos particularmente elegidos entre estos conjuntos de
puntos. Cualquiera de tales conjuntos de puntos en R, lo llamare-
mos region de prediccion, y designaremos tal region por W, .

En general, 'sin embargo, no todas las regiones W, de probabi-
dad 8 son igualmente “interesantes”. Generalmente (aunque no
siempre) tendremos interés en que la region con probabilidad 8 sea
mas estricta en un scntido o en otro. También podriamos estar in-
teresados en predecir cuindo el punto muestra no caera en cierta
region. En cualquier caso, la eleccién del nivel de probabilidad B y
la localizacion de esta region W, con probabilidad B, que quere-
mos emplear como férmula de prediccion, dependera del uso prac-
tico que queramos hacer de ella. Esta eleccién no es un problema
estadistico. Supondremos sencillamente que, cualquiera que sea la
probabilidad condicional p,, el propésito de nuestro intento de
predecir sera encontrar una, y sélo una, region W, de prediccion E,
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para todo conjunto de valore§ de los “predictores” x;, x5, ..., Xy .

Si, por lo tanto, conocemos p,, ¢l problema de prediccion sera
meramente un problema de calculo de probabilidad, y no uno de
inferencia estadistica a partir de una muestra. En muchos casos
practicos p, no se conoce, y entonces tendremos que buscar infor-
macion acerca de p, de las muestras E, de las ohservaciones pre-
vias. La posibilidad de realizar esto se fundamenta en el supuesto
basico que formularemos como sigue: La ley de probabilidad ¢ de

las M 4~ N variables ,

Xis Xoe onnnn. s XNs XN$Ly evrens 9+ XN+M

~

es de tal tipo que la especificacion de p, lleva consigo la especifi-
cacion completa de p y, por lo tanto, de p, . .
Por ejemplo, si p se caracteriza por un cierto numero de para-
metros desconocidos, entonces todos estos parametros deben también
caracterizar a p, , con lo cual p, no contendra nuevos parametros
distintos de los que aparccen en p; . Esto no es mas que una forma
mas precisa de establecer que habra una cierta persistencia en el
tipo de mecanismo que produce la serie que ha de predecirse.
Supongamos ahora que la Unica cosa conocida acerca de p; es
que pertenece a una cierta clase cspecifica Q, de leyes elementales
de probabilidad, y que, por lo tanto, p, pertenece a una cierta
clase correspondiente Q,. Por p*; indicaremos cualquier miembro
arbitraric'de Q, . Sea W, (p*,) la regién critica de tamaio (1 —2)
en R, , elegida de acuerdo con alguna regla, tal que la hipédtesis
g, = p*%, se rechaza cuando, y solamente cuando, E; cae en W, (p¥,).
Se establece un sistema tal de regiones criticas en R, una para cada
p*, pertenccients a Q,. Si E; cae fuera de W, (p";), entonces
p, = p*, no sec rechaza. Si el sistema de regiones W, (p®;) no es
trivial, cualquier punto muestra E; es un punto muestra observado
de las N variables observables, sea w (E,) el subconjunto de 2, en
cuya region critica —de tamafio (1 — 2)— E, no cae. Como expli-
cabamos en la seccion 14, parecc razonable estimar la ley de pro-
babilidad desconocida p, sobre la base de E,; estableciendo que
p,ew(E;). Ahora bien, hemos supuesto anteriormente que para
todo miembro p*, de ©Q, (0 lo que es lo mismo, para todo g, de
Q,) y para todo conjunto de valores de x,, x,, ..., x,, nuestra elec-
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cion de la férmula de prediccion da una, y una sola, regién de
prediccion W, de tamano B. A la subclase w (E,) correspondera,
por lo tanto, una cierta subclase de tales regiones de prediccién,
Sea K (E,) la suma (légica) de todos los elementos W, de esta sub-
clase. Puede parecer razonable predecir E,, tomando como base
el punto muestra E,, estableciendo que

E. cae en K(E,}. [22.3]

¢Cual es la probabilidad de que esta afirmacion sea cierta?
Indiquemos por

g[Klpze‘”(E))J

o abreviadamente por g(K) la. probabilidad de que E, caiga en
K cuando p, e w(E,). Sea

E{K!plslgl—'o‘)(.}al)}

o abreviadamente g (K), la probabilidad de que E, cz.liga en K cuan-
do p, cae fuera de w (E;). La probabilidad p (E, e K) de que [22.3]

sea clerta, evidentcinente sera:
P(E,cK) =g (K) + (1 —a) g(K) [224]

cs decir, la probabilidad de que [22.3] sea cierta, es la probabili-
dad de que «(E;) cubre p, por la probabilidad de que E, caiga
cn K mas la probabilidad de que o (E;) no cubra p, por la proba-
bilidad de que E, caiga en K. Ahora bien, las probabilidades g (K)
y g (K serian, en general, funciones de la verdadera distribucién
I*,. Pero podemos dar desigualdades para p (E, € K). Evidentemente,

1>g(K)>B mientras 0ZLg(K) <1,

Por lo tanto,
1>P(E, e K) >3, [22.57.

{Para Q, particulares pueden existir limites amplios.)
El procedimiento descrito puede también considerarse de la si.
guiente forma: Suponemos que para todo miembro p*, de Q, exis-
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te una cierta region de prediccion W*, que empleariamos si p%,
fuese la verdadera distribucion. Si p*, es la verdadera distribucion
la probabilidad que K(E,) cubra la correspondiente region de pre-
diccion, evidentemente es igual a o, Por lo tanto, K (E;) puede
considerarse como una regién de confianza con coeficiente de con-
fianza «, para la estimacion de la localizacién de la region *“ideal”
de prediccién W, correspondiente a la hipdétesis verdadera. '

El problema corriente en la,practica es, sin embargo, deducir

regiones de predicciéon para E,, la cual, con un nivel de probabi-
lidad dado, sea lo menor posible. Entonces las regiones K, dedu-
cidas como se dijo anteriormente, no tienen necesariamente que ser
las mejores regiones. Mas, precisamente, si para un 3 dado las re-
giones W, fuesen las menores regiones (de acuerdo con alguna me.
dida), y si ¢l conjunto confidencial v (E;) fuese e! menor conjunto
confidencial. El problema de cuando o no la correspondiente K (E;),
medida con la misma medida que las regiones W,, puede ser la
menor region de prediccién dependera de la forma como se define
_el término “menor” respecto ¢ (E,). O expresado en términos sim-
ples, la eleccion de un sistema particular de conjuntos de confianza
para la estimacion de p dependera de algin sistema de pondera-
ciones de los tipos de error que pueden cometerse estableciendo
que o (E,) cubrira p,. Si por otra parte el propésito es deducir una
regién de prediccion K (E,) una ponderacion diferente de los erro-
res de estimacion sera necesario con objeto de llegar a la pondera-
cion deseada de los errores posibles de prediccion.

Vemos, por lo tanto, que, al parecer, el procedimiento Iégico bhi-
etapico de estimar primero la distribucion desconocida de las va-
riables que han de predecirse y entonces, empleando esta estimacién,
deducir una férmula de prediccién para las variables puede no ser
eficiente. Discutiremos un método mis sencillo v directo para dedu-
cir formulas de prediccion que evite las dificultades discutidas ante-

_riormente.
Indiquemos por E; cualquier punto en el espacio muestra R, de

XNi1y -y Xnsm € indiquemos por E, un punto en R, que se va a em-

plear para predecir E,. Consideremos el problema de definir E,
como una funcién de x,, x,, ..., x,, de tal forma que sea alta la

probabilidad de que E, caiga en E, (en un sentido o en otro).
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Llamaremos a E, funcion de prediccion, si establecemos que E,
‘coincidira con E, y que esto puede no ocurrir, cometemos un error,
la consecuencia del cual dependera del propésito de la prediccion.
Empleando una idea de A. Wald (19) podemos asignar un sistema
de ponderaciones de los varios errores posibles. Supongamos que
"este sistema viene definido por una funcién de - ponderacion

Q(E,, Ez) tal que

Q=0 si E,=E,

y Q=0 (y no idénticamente cero) para todos los punto: E, #E,,
Q puede considerarse como la “pérdida” incurrida si E,# E,. El
valor esperado r de esta pérdida, en muestras repetidas, viene dado
por

r:fQ(Ez, E,) pdE [22.6]

R

la integral se toma sobre el espacio total muestra R de las N + M
variables

X1gXos coronn s ANS ENH1g vovoens TNIM

FElegimos E, como una funcién de x,, x,, ..., xx y trataremos de
clegir E; (x;, x5, ..., xy) de tal forma que r (el riesgo) sca lo me-
nor posible.

Supongamos que existe una funcién de prediccién I, (x;, xo,
..., zx) dependiente de x,, x,, ..., xy solamente, tal que para otra
funcién particular r pueda ser un minimo, independientemente, de
cual sea la verdadera distribucion P, (dentro de Q). Entonces na-
turalmente eligiriamos esta funcién como la-mejor prediccion res-
pecto a la funcién de ponderacion Q. Podemos llamar a tal funcion
de prediccion Ia mejor uniformemente (dentro de Q) respecto a la
funcién de ponderacién dada.

(19) Ver A. Wawp: “Contributions to the Theory of Siatistical Estimation
and Testing Hypotheses”, Annals of Mathematical Statistics. Vol. 10, december
1939, pags. 299-326.
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En unos pocos casos sencillos tales funciones de prediccién pue-
den existir. En general, sin embargo, debemos esperar que no exista
una funcién de prediccion uniformemente mejor. Teniendo que
introducir algunos principios adicionales con objeto de elegir la
funciéon de prediccién. Entonces, primecramente, disgregaremos to-
das aquellas funciones de prediccion que haga r pequeiio para todo
miembro de €, . Si esto no e¢s el caso, llamaremos a la funcién
dc prediccion considerada funcién de prediccion admisible. Para
elegir entre diversas funciones de predicciéon edmisible. Para elegir
entre diversas funciones admisibles podemos adoptar el siguiente
principio introducido por Wald: Para toda funcién admisible de

prediccién E, el riesgo es una funcién de la verdadera distribucion p.

Consideremos la funcién de prediccion E, entre las admisibles, para
1a cual el mayor valor de r ¢s un minimo (es decir, menor o a lo

mas igual al mayor valor de r para cualquier otra E, admisible).
Tal funcion de prediccion, si existe, sera la de menor riesgo entre
las funciones de prediccién admisibles. El problema de deducir
tales funciones de prediccién esta estrechamente unide con el pro-
blema semejante de deducir mejores estimaciones (20).

23.—Algunas sugestiones practicas para la deduccion
de férmulas de prediccion

De la discusién llevada a efecto vemos que la eleccion de una
formula de prediccion no puede, en general, hacerse totalmente
sobre bases objetivas. La eleccién de la funcion de ponderacién Q,
por ejemplo, no es un problema estadistico objetivo. También la
elecciéon de una férmula de prediccién, cuando no existe una for-
mula de prediccién uniformemente mejor, €s una materia mas o
menos subjetiva, La ventaja del procedimiento formal que hemos
diseiado es, sin embargo, que describe precisamente dénde y cémo
los elementos subjetivos entran en el cuadro y cuales son sus con-
secuencias logicas. El procedimiento descrito da un instrumento
mas eficiente para formar las funciones de prediccién de acuerdo

(200 Para una discusién de los problemas de prediccién dentro de un
modelo de ecuaciones lineales en diferencias estocasticas, ver MANN y WakLp,
obra citada, pags. 192-202.
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con nuestros deseos. Asi, por ejemplo, la nocién de una funcién de
ponderacion Q es 1til en el sentido de que si elegimos una funcién
de prediccién mas o menos arbitraria (por un método libre), la
funcién de ponderacién correspondiente que podria haberse ele-
gido .arbitrariamente como la mejor podria ser tal que no fuese
aceptable, esto es, podria suceder que la eleccion arbitraria de la
funcion de predicciéon no fuese muy buena después de todo.

Una regla practica, no aceptada quiza con toda generalidad, en
relacién con diversas sucesiones de tiempo simultancas, es la si-
guiente: Si queremos predecir valores futuros para una o mas su-
cesiones, corrientemente es necesario deducir férmulas de predic-
cion sobre la base de la distribucién conjunta de los elementos
observables en todas las series. Esto es, hemos de tomar en consi-
deracién no solamente la dependencia serial estocastica entre las
observaciones sucesivas en la misma secuencia, sino también la in-
terdependencia entre las sucesiones varias consideradas. La situa-
cion es analoga a la que se presenta cuando se considera la esti-
macién de parametros desconocidos, como se discutio en el ca-
pitulo V (21).

El procedimicnto descrito en la seccion precedente, aunque sen-
cillo en principio, llevara consigo problemas matematicos consi-
derables y algebra superior. Hay, sin embargo, casos importantes
donde son suficientes procedimientos mas sencillos. Sugeriremos
uno de tales procedimientos que pueden aplicarse com éxito en
ciertos casos que frecuentemente se presentan en Econometria y
otros trabajos de investigacion estadistica. .

Supongamos que tenemos un caso en donde los siguientes su-
puestos se cumplen (empleando las notaciones de la seccion 22):

1. La distribucién p, de x,, x,, ..., x, se sabe que pertenece a
una familia paramétrica de distribuciones que comprende parame-
tros desconocidos 2,, 2,, ..., 2k, es decir, podremos escribir

pLr=pfxy PN T 1)

o abreviadamente p, [E;; (2)].

(21) Para ulterior discusiéon de este problema particular ver el articulo
del autor “Statistical Implications of a System of. Simultaneous Equations”
Econometrica. Vol. II January 1953, pags. 1.12. Ver también la discusion de
H. B. Man~N v A. Waiwo obra citada, pags. 215216,

27
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2. La distribucién p de todas las N + M variahles considera-
das s¢ obticne sencillamente sustituyendo N + M por N en p;; N
v M son enteros positivos arbitrarios (excepto quiza cuando N pue-
da ser mayor que un cierto entero positivo N,), p, es, por lo tan-
to, también conocida, excepto para las valores de los parametros =.

3. Se establece que la cstimacién maxima verosimilitud de
las » deducida de p, [E,; (2)] para una muestra observada E, es
inesgada y converge estocasticamente a los verdaderos valores de
los parametros cuando aumenta N, y estas estimaciones son “bue-
nas” estimaciones también para valores moderados de N.

Consideremos el “ricsgo condicional” r definido por

r_:fQ(Ez’ Ez) P2 [Ez; (=) J d Ez .

Para un E, fijo, podemos considerar r ¢c6mo una funcién de E,.
Podremos entonces proceder como sigue, para deducir la funcion
de prediccién '

E, =E,(x;, x5 o0 xy)

1.° Encontrar qué punto E,, para un conjunto dado de x y
una muestra x;, xX,, ..., X;, hace r un minimo (suponiendo que tal

minimo existe). El punto E, correspondiente a este minimo de r
seria en general una funcién de = y de las variables observadas
Ay, X5 ..., Zx. Indicando esta funcion por E, podriames, por lo
tanto, escribir )

S, = K, (x,, x50 el s ANG Xy Xgy cenene , 4y)

2.° En la funcién E, se insertan en lugar de las z los valores

cstimados por el método maxima verosimilitud y deducidos de las
_observaciones x;, x,, ..., x, y la distribuciéon p,. La férmula de
prediccion resultante

Eg = L, (171, Xos cuennn s N3 &y eennn LS
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. contiene solamente elementos conocidos y, por lo tanto, esta de-

terminada. .

Este procedimiento puede demostrarse que da las mismas for-
uiulas de prediccion en ciertos casos ordinarios que los que se esta-
blecen como “mejores” tomando como bases la teoria de la esti-

macién estadistica. Demos un ejemplo:

Considercmos una sucesiéon de variables aleatorias definidas por

Ia férmula de recurrencia

x=kx.,+g (6=12,..... ) [23.2]

cn donde x, es una constante, mientras k es una constante desco-
nocida, y donde las = sc distribuyen normalmente ¢ independicnte-
mente con media cero y varianza o. Supongamos que hemos obh-
servado de x, cn adelante, incluyendo xx y que queremos predecir
An:p Y Xa:a Supondremos, ademis, que hemos elegido una funcion
de ponderacién del siguiente tipo:

Q = (xyey — Anea) T b 2D (xip — 2x.5) (Xxiy —

— xxeyY e {xng '—v'\'.\'ij)2

[23.3]

en donde xy:, v xxi, indican los valores predichos de xx., v xyx:,
v donde a > @, b y ¢ son constantes tales que ac > b2 (Esto es que
la ponderacion de un error en la prediccién es constante a lo largo

de una elipse con centro en xy.;, Xyx+sp-)

. La distribucién de xy,, y xx;, viene dada por las x, anteriores,

y es

. en donde

'.":(x,\"-i—kx.\')g+(xt'+:z'_l"x.\':1:’2- l23~51
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l.a_esperanza condicional de Q es entonces (ver [23.1])

x‘ :?. 1 ___L—.,
r:fJ Q8¢ 2 dd e, dxrs. [23.6]

2 zg?

Haciendo minimo r respecto xx;; ¥ 2ne, obtenemos las dos ecua-
ciones siguientes para Xx:; Y fniz '

N

Q;NJQ—}—bx‘\-,l =ak® xx 4 bkxy

b, +eoxn, =bk®xe + ¢y
, [23.7]
lo. cual da .
;J\'rl =k XN

[23.8]

independientcmente de los valores de a, b y c. Esto es, los “mejo-
1es” valores predichos respecto la funciéon de ponderacion [23.3]
sen los valores esperados de xxi; y 515 . Pero no conocemos k. Su

estimacion maxima verosimilitud es, sin embargo,

N
Lox o
A t=1
[ — [23.9]
N
L2
X g
1=1

Nuestra formula de prediccion esta de acuerdo con el principio
asdoptado

o>
»
/.

XN+l

A')
xn:e = k¥ ax .

Y4

[23.10]

Para juzgar la realidad de la prediccion podriamos. por ejem-
plo, considerar la probabilidad de que

(xx0y——2an+) ¥V (Tnio — Xxia)
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cstén dentro de ciertas cotas y las variables Xxig ¥ tx:o estan defi-
nidas por [23.9] y [23.10], ahora de forma sencilla podemos estudiar
los valores del riesgo, calculado a partir de [22.6].

CONCLUSION

El paciente lector, llegado al final de nuestro analisis, puede
encontrarse con que la teoria que hemos eshozado. aunque sencilla
cn cucstiones de principio, en muchos casos llevaria consigo una
cantidad enorme de trabajo. Entonces, sarcasticamente diria “ne-
cesito mi vida entera para obtener una sencilla elasticidad de la
demanda”™ Y pensaria ;vale esto la pena? No podriamos, desde
un principio y para fine: pricticos, hacer uso de los métodos cor-
tos, por ajustes de curvas, o hacer conjeturas favorables combinan-
do nuestras experiencias generales con la inferencia (ue parece
razonable a la vista de los dalos particulares que tenemos a mano.

Seria pretencioso, e incluso injustificado, condenar todos los
métodos ahveviados y los trabajos de conjeturas practicos, e¢n los
que cientos de economistas se apoyan en sus trabajos diarios de
administradores o como consejeros de aquellos que regulan nuestra
economia. Lo que hemos intentado demostrar es que esta clase de
inferencias esta basada, implicitamente, y quiza en el subconscien-
te, en los mismos principios que hemos tratado de describir con
mas precision en nuestro analisis. Hemos puesto de manifiesto que
los economistas pueden obtener informacién mas util y real (v
también pocos resultados espurcos), a partir de sus datos, adoptando
modelos de prohabilidad claramente formulados, y que tal formu-
lacion puede ayudar a sugerir qué datos faltan y como deben rve-
cogerse. Creemos-que si la economia tiene que establecerse como
una ciencia cuantitativa con prestigio, muchos economistas habran
de revisar sus ideas sobre el nivel de la teoria y técnica cstadistica
y montante de trabajo que se requerird, incluso para los mas mo-
destos proyectos de investigacion. Por otra parte, dehemos contar
el tiempo y trabajos que puedec ahorrarse¢ eliminando una buena
cantidad de malos planes y -cubileteos con cifras. También espero
de los estadisticos expertos, una vez que se les pyeda convencer



422 LIBROS [R.E. P, VII, 2.3

que se tomen interés por los problemas particulares de la estadis-
tica relacionados con la Econometria, que sean capaces de suminis-
trar muchas férmulas tipo y tablas. Uno de los objetivos del analisis
precedente ha sido mostrar la clase de lenguaje que creemos dehe el
economista adoptar con objeto de formular al estadistico clara-
mente el problema. No dudamos que los estadisticos, a su vez, se-
ran capaces.de cumplir 'su objetivo.

En otras ciencias cuantitativas, el descubrimiento de “leves”,
aun en campos altamentc “especializados, ha partido del estudio
privado en enormes laboratorios cientificos donde trabajan muchos
expertos no solamente realizando medidas, sino también compro-
bendo con minuciosa precision las férmulas que han de contrastarse
v los planes de los experimentos fundamentales a efectuar. ;Se
puede exigir menos a la investigacién econdimica cuando sus re-
sultados han de ser la hase de la politica econémica, de la que
‘puedan depender billones de dolares de la renta nacional y el
bienestar econémico general de millones de personas?



